Pourquoi enseigner le triangle ?
Comment enseigner le triangle ?
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Plan de I’expose¢

I) Les questions motivant 1’étude du triangle
en cours de mathématiques.

I L’enchainement des situations proposees
aux cleves



Les questions motivant I'’etude du
triangle en cours de mathematiques.

1. Dévoluer la question de la détermination des
triangles aux ¢leves

2. Comment organiser un parcours d’étude ?

a) Engager les ¢leves dans une discussion sur cette
question
b) Motiver I’étude



L’enchainement des situations
proposées aux éleves

1. La classe de sixieme

2. La classe de cinquiecme
a) Unicit¢ d’un triangle trace a partir des longueurs de
ses trois cOftes.
b) Unicite d’un triangle trace a partir des autres cas de
détermination
c) Existence d’un triangle a partir de la donnée de trois
longueurs
d) Existence d’un triangle a partir de la donnée de trois
angles



Les questions motivant I'’etude du
triangle en cours de mathématiques.

Le premier point de vue est celui du
mathématicien qui fait de la géomeétrie,
dans le cours de mathématiques, au chapitre
traitant des triangles.

La question posee est celle de la détermination
d’un triangle a une isometrie pres, question qui
se prolonge par sa détermination a une
similitude pres.



Comment dévoluer cette question
aux eleves ?

En se placant, dans une problématique pratique,
I’¢leve peut réussir a réaliser un dessin dans le
micro-espace de la feuille de papier : 1l ne peut
pas comprendre la nécessite de la geometrie
theorique.



Le deuxieme point de vue est celu1 de
I’ingénieur et de I’architecte, dans le cadre reel
de leurs travaux. La question pos¢e est celle de la
stabilit¢ d’une construction.

Au niveau d’un espace plus grand (méso-espace),
les constructions techniques impliquent la donnée
de caracteristiques permettant de déterminer les
objets choisis avant de les construire.

La détermination des triangles prend du sens car
la problematique ne peut plus €tre pratique (par
essais et erreurs).

Une modé¢lisation est necessaire avant 1’action.



Le troisiéme point de vue est un point de vue
historique. La question de mod¢liser I’espace
qui nous entoure a motive I’invention de la
geometrie par les premiers mathématiciens.

Pour ¢tudier certaines relations geomeétriques au
sol, 1l est pratique de considérer a notre echelle
que le rayon de la terre, de I’ordre du macro-
espace pour nous, est infini.

La géometrie utilisée est une geéometrie theorique.



Comment rendre les problemes de la
détermination des triangles accessibles
aux éleves ?

La difficulte pour le professeur est d’¢liminer le
recours a la problématique pratique et de rendre
necessaire pour 1’¢leve le passage par la
problématique de mod¢lisation.

I1 faut le faire par une situation abordable par les
eleves en classe, 1l faut donc transposer les
problemes de I’espace pour revenir a un travail
dans la feuille de papier.



Notre réflexion préceédente a suivi ce qu’on
pourrait 1maginer comme une sorte de
chemin « ascendant » puis « descendant » .



Voici précisément la QFPG qui motive I’étude de
la determination des triangles et qui est commune
aux différentes AER proposees dans ce parcours.

Quelles données est-il nécessaire et suffisant de
connaitre sur les 6 éléements d’un triangle
(angles et cotes) pour determiner ce triangle a
une isométrie pres, a une similitude pres ?



Comment organiser un parcours d’étude
autour de cette question ?

Cette premiere question amene un enchainement
de questions sur d’autres themes d’c¢tude. Se
construisent ainsi des liens logiques entre les
enseignements qui se succedent sur une annee
scolaire ou sur un cursus plus large.

Chaque reponse a une question permet d’avancer
un peu plus loin dans la connaissance de 1’objet
« triangle » en construisant de nouveaux outils
selon le miveau de classe ou les c¢leves se
trouvent.



Engager les ¢éleves dans une discussion sur
la question de la détermination des
triangles.

Parmi les 6 elements d’un triangle (angles et cotes) quels
sont ceux dont il est nécessaire et suffisant de connaitre la
mesure pour determiner le triangle a une isométrie pres, a
une similitude pres ?

Les mots « connaitre » et « déterminer » peuvent
se préciser dans deux directions qui ne conduisent
pas au méme savoir lors de la recherche de la
réeponse.



Connaitre : Quelles sont les informations
minimales sur angles et cotés a relever sur
un triangle existant pour le reproduire?.

Il s’agit de reproduire en vraie grandeur, ou a
I’¢chelle, un triangle existant.

Le but est de placer les ¢leves dans une
problématique de mod¢lisation pour anticiper
quels ¢léments seront déterminants. Ensuite si
necessaire on pourra se convaincre par des
démonstrations et se placer alors dans une
problématique theorique.



Déeterminer : Quelles sont les données
sur angles et cotés qui permettent de
construire un triangle dont on ne sait pas
a priori s’il existe?

Selon les données, combien ce
probléme a-t-il de solutions ?

Ceci conduit a une construction geomeétrique
sutvie d’une discussion selon les donnees, qui
releve d’une problématique theorique.



Deux bilans théoriques tres différents pour des
eleves de Seme

I- Quel est le nombre minimal d’égalités sur les
mesures des angles et des cotés pour que deux
triangles existants soient isométriques ?

2- Selon les valeurs de ces mesures, combien de
triangles différents existe-t-il ?

Nous avons décidé de traiter seulement le point 1
avec 1’¢énonce des cas d’isomeétrie bien qu’ils
solent hors programme, et ouvrons sur le point 2
avec deux questions du programme : 1negalite
triangulaire et somme des angles du triangle.




Pourquoi cette décision ?

La question du point 1 est pos¢e par des ¢leves
cux-meémes des la 6™,

Les cas d’1sométries sont utiles pour faire batir des
démonstrations au college par les ¢€leves a partir de
conjectures qu’ils font eux-mémes et qu’ils ont a
cceur de prouver.



Il nous parait 1llusoire, avec des ¢leves de 5me
d’arriver a conclure le point 2 par une discussion
complete sur des données arbitraires.

Cependant 1a question de I’existence du triangle se
pose au sujet de la somme des angles.

L’existence du triangle sera ¢galement discutee
dans la lecon sur 1’1in¢galité triangulaire



La résolution de la question de la détermination
des triangles peut se developper jusqu’a la classe
de premiere scientifique.

Si BC=a, AB=c e¢tAC=x parce que
C est le point cherche et qu’on peut orienter la
droite (AC) de A vers C, on arrive a I’¢équation
survante : x> —2cx cos A+ c—a*=0



Motiver I’étude

Une source de questions :
Comment atteindre une mesure
inaccessible ?



Les questions sont différentes dans le rapport qu’elles
entretiennent avec une certaine « réalité ».

1- Celle du géometre topographe sur le terrain.

2- Celle du cours, avec un matériel apporté en classe qui
mode¢lise le probléme qui rend la mesure directe
interdite.

3- Celle du cours, avec une question qui reste dans le
domaine des mathématiques, déterminer le cote d’un
triangle deétenu par le professeur mais inaccessible.
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Ou et comment utiliser le probléme « réel »
de distance inaccessible?

1- En introduction

Il nous semble 1mpossible que le discours du
professeur soit compris et credible s1 la
resolution du probleme ne va pas jusqu’a son
terme, avec une réelle implication des ¢éleves.



2. En application :

On pourrait 1maginer le probleme du
topographe en fin de chapitre. Le texte
fournirait aux ¢€leves un triangle ABC, les deux
angles A et B et la longueur AB, en leur disant
de construire le triangle a une certaine échelle.

Ce pourrait etre un exercice d’application pour
différentes lecons.



Mais, méme en situation d’application, 1l v a deux
options :

Le professeur donne ce genre d’exercice a faire
seul a la maison a partir d’un simple texte ecrit.

Le professeur fait traiter I’exercice en classe en
apportant le matériel (feuille pour matérialiser la
partie ou la mesure est 1nterdite, vis¢es
effectivement réalis¢es en classe, etc.. jusqu’a
trouver reellement la mesure inaccessible).



Nous  faisons  D’hypotheése que  c’est
essentiellement parce qu’aucun de ces exercices
d’application n’est trait¢ avec un materiel
fabrique par le professeur, simple parce que
mode¢lisant la « réalité », mais bien «réel » et
non evoque, que les ¢leves ne font pas le
« parcours a 1’envers », ¢’est a dire ne voient pas
dans I’exercice d’application une « premicre
rencontre ».



Notre méthode de travail

Nous recherchons un enchainement de questions a proposer
aux ¢leves de sorte que 1’étude du théme se poursuive au
cours du temps et dans les classes successives.

C’est ainsi que nous entendons le mot « parcours ».

A chaque étape de I’¢tude, nous veillons a ce que 1’objet
mathématique apparaisse comme réponse a un probléme.

La résolution de chaque probleme amene d’autres
questions qui motivent 1’¢tude proposée dans les situations
suivantes.

L’enchainement des questions a une 1mportance
fondamentale



Nous essayons d’organiser les situations de
maniere a favoriser D’expression des ¢leves, la
possibilite qu’ils auront de mettre en ceuvre des
strategies diverses. Ainsi, souvent les questions
decoulent de leurs interrogations lors du travail de
recherche, ou de [1’observation de leurs

praxdéietrensépondent donc a des questions qu’ils se
posent vraiment, en classe.

Le sens se construit ainsi pour eux a deux niveaux :
localement dans chaque situation (AER) et
globalement du fait de I’enchainement des
problemes au cours du temps (PER).




L’enchainement des situations
proposées aux éleves

A quelle occasion les ¢leves rencontrent-ils des
triangles dans le programme de sixieme ?

La premicre rencontre avec le triangle dans le programme
de sixieme se fait dans la lecon sur le cercle. Le probleme
central de cette lecon consiste a placer des points tous
situés a une méme distance donnée d’un point donng.

Le triangle apparait comme solution du probléme a)
survant : Etant donn¢ un segment [AB] de 6 cm de
longueur, placer tous les points situ¢saScmde Aeta 4

cm de B.






Le professeur peut leur proposer de répondre a la
méme question en prenant des longueurs différentes
afin qu’ils soient confrontés a d’autres types de
figures.

A ce stade, il ne fait aucun doute pour les éleves que les
deux triangles symétriques obtenus sont les mémes.



Le professeur peut ensuite poser le probleme :
Dessiner un triangle dont les trois cotés ont les mémes
longueurs que celles de ces trois segments.

Ou bien encore :
Construire un triangle ayant ces trois mesures (données)
comme longueurs de cotés.



L’objectif de ces problemes est de persuader les
eleves que pour dessiner un triangle connaissant
les longueurs de ses trois cotes, il faut utiliser un
compas et tracer des cercles ou des arcs de
cercles et non tdtonner avec la regle seule
comme le font encore beaucoup d’éleves.



Des questions sont posées par les €leves eux mémes, dans les deux
derniers problémes :

Dans une figure comme ci-dessous, les deux triangles sont-ils les
memes ?

Les triangles tracés par tous les éleves de la classe sont ils les

memes ?

Le professeur doit donc préciser ce que 1’on entend par
I’expression « les mémes triangles », dans un premier temps, on
peut dire que deux triangles sont les mémes, s’1ls sont
superposables.




A TI’aide d’un calque

Cette explication n’est pas une démonstration,



La deuxieme rencontre avec le triangle en
sixieme se fait dans la lecon sur les angles.

Les ¢eleves etudient ce qu’est un angle en partant
de ce qu’ils ont appris a I’¢cole primaire. On
travaille avec des gabarits



Le professeur demande aux ¢leves de reproduire
le triangle suivant :

A

110°
4 cm 6 cm

lls se demandent si leur triangle est bien le méme
que celui qu’on leur a demandé de reproduire.



Avec le calaue

B C

On procede de fagon similaire pour un triangle
determine par deux angles et un cote compris entre
ces deux angles.



Lors de 1a legon sur la symétrie, on peut proposer aux
cleves de faire coincider deux segments de méme

longueur

Trouver [’axe d’une symétrie qui amene A sur A’, dessiner le
symetrique [A’B,] du segment [AB].

Trouver alors [’axe d 'une deuxieme symétrie qui amene B, sur B’,
le symétrique du segment [A -:B’ [ est le segment [A’B’].




C’est en cinquiéme que ’on aborde la
question de la détermination des triangles.

On reprend d’abord avec un triangle determiné
par les longueurs de ses trois cotes dans le cas
ou 1l existe. Le professeur choisit lui-méme les
trois mesures en cm.

Consigne : Combien pouvez vous tracer de
triangles ayant ces trois nombres comme
longueurs de cotés ?



Les ¢leves proposent 2 triangles symétriques, 4
triangles (en prenant les symeétriques de chaque
triangle par rapport au coté et par rapport a la
médiatrice du coté), 3 triangles (en commencant
successivement par chacun des cotes), 6 triangles
(avec en plus les symetriques des 3 triangles
obtenus ) ou 12 triangles en combinant toutes ces
possibilites.



Que trouve-t-on comme productions ?



3 Tuangles, 2 somt diffisor
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On rappelle ce que I’on nomme des triangles différents (non

superposables) et on peut faire construire aux ¢leves les
symetries qui font correspondre deux triangles superposables,
a I’aide d’un logiciel de géomeétrie. On peut le faire avec 3
symetries au maximum.

Bilan : Deux
triangles ayant les
mémes longueurs
de cotés sont
identiques.




On se demande quels sont les ¢léments qui
permettent de déterminer un triangle et un
seul, a part les longueurs des trois cotés.

Le professeur donne certaines mesures et le defi
propos¢ aux ¢leves est de construire quand c’est
possible au moins deux  triangles non
superposables répondant a la question, ou
d’affirmer sans se tromper qu’un seul dessin est
possible. Ils travaillent par équipe de 2.




Nous n’avons pas ressenti le besoin d’utiliser la
question de la distance 1naccessible au niveau de
la 5¢me car les ¢leves connaissent depuis
longtemps le triangle.

Nous avons donc choisi d’en rester a des
constructions ou le professeur donne des ¢léments
d’un triangle et les ¢leves doivent essayer de
construire ce triangle et de dire s’il est unique ou
non. On a plutot centré notre travail en 5™ sur les
démonstrations de I’existence, de 1’unicité ou de
la non unicite du triangle.



A =30° B=45°

A=60°, AB=5cm, AC=8cm
AB = 4cm BC = 6cm
A
A
A

30°, AB=8cm,BC=5cm
75°, B = 30°, AB 5 cm
90,AB 5cm, BC=8cm

]-
2
3-
4-
5-
6




Le souci du professeur de 5™ lors de la s€ance
basée sur cette situation est triple :

- ggrer les erreurs de trace,

- mettre [’accent sur la formulation (bilans
intermediaires, puis bilan final)

- 1ntroduire une preuve théorique car par suite des
erreurs de traces 1l y a parfois un doute certain sur
le fait qu’1l soit impossible d’obtenir des triangles
différents.




On travaille maintenant I'inégalite triangulaire.

Question génerale : Etant donnes trois nombres,
peut-on toujours tracer au moins un triangle ayant
ces trois nombres comme longueur de cotés ?

Pour le professeur, une question se pose, doit 1l
- Imposer les trois nombres aux ¢€leves?
- les laisser les choisir eux mémes ?



On a constaté que méme si on laisse les ¢leves libres de
choisir leurs triplets, 1ls construisent bien des triangles y
compris dans le cas limite, spontanément, (et d’autant plus
s’1ls sont stimulés par la question « combien pouvez vous
construire de triangles ? »).

De nombreux ¢leves :

- ne modélisent pas de facon spontanée en prévoyant
I’alignement des points.

- ne sont pas du tout convaincus de la non existence d’un
vral triangle méme s1 le professeur leur montre les trois
points alignés. Pour eux cet alignement n’empéche pas
I’existence d’un ou plusieurs vrais triangles non plats.



L’explication de ce fait ne releve donc pas d’un
phénomene de contrat.
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Consigne donnée aux éleves

Nous avons décidé de laisser les eleves
choisir chacun 3 triplets d’entiers entre 2 et 9,
sans leur dire pourquo1 dans un premier
temps. Ils les €crivent au stylo et n’ont plus le
droit d’en changer.

On leur dit ensuite qu’il s’agit de trois
longueurs et on leur demande s’1l est possible
ou non de tracer les triangles



Puis le professeur demande a la classe de ranger
les triplets de nombres dans un tableau, selon que
le triangle existe, qu’il n’existe pas ou bien qu’il y
a un doute. Dans un premier temps, 1l pourra y
avoir des cas limites classés dans la catégorie ou le
triangle existe ou n’existe pas.

Le professeur relance les constructions sur les cas
limites en demandant aux ¢leves d’essayer de
commencer leur dessin dans un autre ordre.

Selon le coté par lequel 1ls commencent les ¢leves
trouvent un triangle ou n’en trouvent pas.
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Démonstration de I’alignement

B

N




Une autre démonstration




Formulation des résultats_

Pour exprimer le bilan, le professeur demande a
tous les eleves d’¢écrire la relation qui doit exister
entre les trois mesures pour obtenir un cas ou
|’autre.



Les ¢leves ont du mal a le dire avec des phrases.

Cec1 permet au professeur de montrer 1’utilite
des lettres pour écrire les résultats.

Etant donn¢ trois longueurs a, b, ¢ en appelant
a la plus grande.

1- S1 a > b+ c alors le triangle n’existe pas

2- S1a = b+ c alors le triangle est plat

3- Sia < b+ c alors le triangle existe



Réciproque : Le professeur conduit la
démonstration en classe entiere.
On sait maintenant que le triangle existe (on le
trace).
Les mesures de ses coOtes sont a, b, ¢, et a est la plus
grande.
S1 le triangle existe puis-je avoir :

a>b+c ou a=b+c?
Non car dans ces deux cas 1l n’existerait pas.
Donc necessairement dans tous les triangles :
a<b+c a ¢tant la mesure du plus grand cote.




Quand les ¢leves ont discute de 1’existence
d’un triangle apres avoir fait leur trace ils sont
bien arrives a la conclusion suivante :

- S1 a est inférieur a b + ¢ alors le triangle
existe

- S1 a n’est pas inférieur a b + ¢ alors le
triangle n’existe pas



La deuxieme proposition est la contraposee de la
reciproque de la premiere, donc « en acte » les
eleves ont bien explore les deux theoremes direct
et reciproque. Il serait dommage qu’ils ne soient
pas enonces tous les deux clairement. C’est un
phénomene courant en didactique de la
geometrie : un théoreme et sa réciproque
apparaissent en méme temps « en acte » mais ce
n’est pas pour autant qu’il faut se dispenser de
les énoncer clairement en les différenciant.



Le professeur peut montrer une animation avec
un logiciel comme geogebra par exemple en
commengant par deux cercles exterieurs.
L’ordinateur indique a chaque fois les mesures
des rayons b et ¢ qui restent fixes (b > ¢ ) et celle
de la distance entre les centres (qui figure le cote
par lequel on commence le dessin du triangle
soit a . Cette mesure est d’abord trés grande puis
elle diminue progressivement .



Le professeur montre les baguettes articulees.
On retrouve le fait que le plus grand coté doit
¢tre inférieur a la somme des deux autres. Mais
en diminuant progressivement ce cote, le
professeur arrive a un autre butoir, celu1 de la
différence.



Somme des angles d’un triangle

Un triangle est il détermine par deux angles,
par trois angles ?

Dessiner un triangle ABC tel que 4= 35 &t B=50 °
Est-ce que tous les ¢leves ont le méme triangle ?

Les ¢leves remarquent que tous les triangles ont la méme
forme mais pas la méme taille.

Mettre en place les démonstrations en geomeétrie quand
les ¢leves se posent vraiment des questions sur la
conclusion est fondamental dans la construction du sens.



En quatriéme, le théoreme de Thalés, le
théoréeme de Pythagore et le cosinus.

Ce sont toujours des questions sur la détermination des
triangles qui permettent de démarrer les recherches sur
ces sujets.

Pour le théoreme de Thales : Un triangle est il déterminé par deux angles ?
Quelles sont les autres propriétés communes aux triangles ayant les mémes

angles ?

Pour le théoreme de Pythagore : Combien de cotés sont nécessaires pour
déterminer un triangle rectangle ? Quel est le moyen de calculer le troisieme coté
puisqu’il est déterminé par les deux autres ?

Pour le cosinus : Combien d’éléments sont nécessaires pour déterminer un
triangle rectangle (angles et cotes) ? Connaissant deux cotés ou bien un angle
aigu et un coté, comment peut-on calculer les autres éléments ?



Conclusion

Nous espérons que ces quelques réflexions

pourront aider le professeur qui veut utiliser les
AER présentees par AMPERES.
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