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UNE ENTREE DANS L’ALGEBRE PAR LES NOMBRES RELATIFS

Avertissement

On trouvera, dans les pages qui suivent, une proposition de début de Parcours d’Hfude et de
Recherche (PER) sur les nombres relatifs : définition, ordre, addition et s ion,
multiplication. En tant que parcours, il englobe aussi la division et 1’élévation Agne ce.

Ces derniéres parties ne figurent pas dans ce texte car sont encoreQgoumises a
expérimentation. Les contenus exposés dans ces pages ont été enseignés els Ppuis plus
de six ans dans de multiples classes, par des professeurs qui o uvre ce type
d’enseignement ; ce qui assure la robustesse de cette proposition.

Néanmoins, pour pouvoir prendre en mains ce PER, il peute
méme des fiches sur lesquelles figureront les étapes indi
pas manquer lorsque cette forme d’enseignement se reall

change les valeurs des variables didactiques, on cfur ]
d’enseignement et d’apprentissage escomptés, voilke d’obtd
¢ances de 55 min que les professeurs

aclne des parties de ce PER. Cette durée

utile & constituer pour soi-
et les points saillants a ne
ra en classe. Attention ! Si ’on
e de ne pas obtenir les effets
ir Uinverse !

Nous indiquons, a titre indicatif, le no
consacrent en moyenne a 1’enseigneme
moyenne a ¢été établie a partir de
quinzaine de classes de divers niv

ce PER ne se fait pas de maniére continue. Par
¢ de temps d’environ deux mois entre la troisiéme et

exemple, les professeurs laisgént
X cours de la passation de la premiere séquence, la

la quatriéme séquence. Jge

par les per nt participé aux réunions du groupe didactique de I'[REM d’Aix-
Marseil an nnées 2007 a 2009 : Nadine Castellani, Guilhem Deulofeu, Karine
Drou, atheron, Alain Mercier, Karine Millon-Fauré, Christiane Mota, Serge
Qus ic-Christine de Redon, Anne-Marie Russac, Nicole Sorrentini.

La prop¥Sition initiale a ensuite été complétée, retouchée et améliorée a partir de
I’observation et de l’analyse des effets de sa passation dans les classes du college
Marseilleveyre a partir de I’année 2008-2009 et jusqu’a ce jour ; notamment par Karine
Andreani, Karine Drousset, Yves Matheron, Farida M¢éjani, Christiane Mota, Marie-Christine
de Redon. Elle est désormais développée dans ce Lieu d’Education Associé (LéA) a I’Institut
Frangais de I’Education ainsi que dans d’autres colléges de la région marseillaise.



INTRODUCTION
Un choix de transposition didactique : les nombres relatifs comme programmes de
calcul

Divers contextes sont usuellement utilisés pour amener les €léves vers une premiere rencontre
avec les nombres relatifs. Dans ces lignes, nous ne reprenons pas toute I’analyse qui a pu étre
faite des obstacles didactiques vers lesquels aboutissent les diverses métaphores
traditionnellement en usage : recettes et dépenses, températures, altitudes, avancer et reculer,
etc. Nous partageons ces analyses venues de la didactique des mathématiques et reprises pour
partie dans certains des documents d’accompagnement des programmes de Collegg édités en
2006 et 2007 par la DGESCO. Nous donnons, dans cette introduction, quelqu des
¢léments qui nous font abandonner ce qui semble étre devenu une tradition efygsag les
manuels du commerce. Afin de ne pas ajouter a la difficulté de I’enseignementgs nombres
relatifs celle de la modélisation de situations du monde social, qu’il aud¥ traiter a
I’occasion, nous avons choisi de nous placer résolument da interne aux
mathématiques afin d’amener les éléves vers une premicre fiEquintatt®f des nombres
relatifs ; en fait, essentiellement vers la nouveauté représentée par les ndgghifs comme type de
nombres et les conséquences qui en découlent.

Se placer dans le cadre de I’algébre comme sci
calcul

uls sur les programmes de

Dans I’entrée que nous avons choisie, les ré[®gfs s comme des opérateurs additifs
permettant de simplifier les calculs au sei mme plus complexe. Le programme de
calcul initial considéré est du type P; : « brC on ajoute un deuxiéme et on soustrait un
troisiéme ». On travaille donc sur du type Pi(x)=x+a—b ou x, a et b sont
des entiers naturels ou des déci ; c’est-a-dire des nombres avec lesquels les
¢leves ont I’habitude de faire . Le relatif est vu comme 1’agent qui permet d’obtenir
le programme P,, simplifi¢ 2 ) tout en lui étant équivalent : « 2 un nombre on ajoute
ou soustrait un deuxiém i
« le nombre +c », aveg c e

résoudreyans tous les cas I’équation a + x = b (a et b entiers naturels) ou par la commodité

! Nous suivons ainsi le cadre proposé par Yves Chevallard dans son séminaire 2004 — 2005 pour les PCL2 de
I’'TUFM d’Aix-Marseille, pages 457 et suivantes. Dans ce document, la « notion » de programme de calcul qui
permet d’engendrer les débuts de I’é¢tude de 1’algeébre du Collége, importe celle d’opérateur sur laquelle nous
nous appuyons. Les nombres sont aussi des opérateurs c’est-a-dire que les fonctions « opérateur additif »
peuvent étre dénotées par la notation de 1’opérateur seul. Ainsi +3 dénote la fonction « ajouter 3 » que 1’on
nomme « programme de calcul » parce qu’on ne dispose pas de la notion d’opérateur sur un ensemble de
nombres (opérateur étant défini par exemple en association a opérande dans la description d’une opération, +3
est alors a minima un « opérateur constant »), ou de la notion de fonction numérique, bien plus élaborée. La
désignation programme de calcul est donc seulement une forme langagiére.



qu’ils apportent dans les calculs®, se pose toujours, au plan didactique, la question de
I’identification a un nombre de ce qui a d’abord ¢ét¢ fonctionnellement rencontré, soit comme
une classe d’équivalence dans le cas des équations, soit comme un opérateur dans le cas des
programmes de calcul et qui finalement aboutit, dans ce cas encore, a la notion de classe
d’équivalence (cf- annexe 2). Cette notion a, en principe, €été rencontrée, « en acte » bien
évidemment puisqu’elle n’est pas enseignée, et sans 1’organisation mathématique a laquelle
elle est attachée, dans le cas des fractions comme classes d’équivalence. Une transposition de
la notion n’est quasiment jamais explicitée en direction des €leves par les professeurs qui
suivent les manuels actuels : elle peut donc se constituer en obstacle durable. Le lever
nécessite que I’on ait les moyens de faire éprouver ce que 1’on gagne a ¢€largir la notion de
nombre : deux nombres pour en représenter un seul dans le cas des rationnels positifs et, dans
notre cas, une économie de calcul. Les techniques de calcul sont conservées, targz e la

notion évolue et perd des propriétés qui semblaient essentielles car définitoirghg Pa ple,
se perd D’identification de I’entier naturel a la mesure d’une grandeur : grandeur
« collection » dont la mesure s’appelle le cardinal, comme c’est le cas « » M primaire
ou ce vocabulaire n’est évidemment pas utilisé, mais ou la notion tr 0 t rencontrée.

Quéte de sens : I'impasse des métaphores s’appuyant sur randepffs

Avec des entiers négatifs, une possible identification a ui confeére un certain sens

aux entiers, disparait. Ce fut déja le cas lors de I’ide

la commensuration au cours moyen ; néanmoins f s Xncore possible d’identifier la
fraction a la mesure d’une grandeur, la longugar hple. Cetains auteurs des manuels
actuels du secondaire pensent résoudre le pro c git pour les relatifs en commengant
a « donner du sens » aux négatifs a traver es "autres grandeurs : les températures, les
profondeurs, « les étages »... Mais c’est ousser I’obstacle a plus tard, au moment ou
I’on enseignera les opérations sur 1 atif s grandeurs sont en effet des grandeurs que

I’on qualifie de « repérables », a s grandeurs « mesurables » : la mesure de ces

Le reQrs Pla droite graduée, le « repérage sur la droite graduée », s’appuie encore sur une
grandeuty€ulement repérable et non pas mesurable, associée a des nombres que 1’on nomme
abscisses de points. Si 1I’on souhaite opérer a partir de cette grandeur, aprés qu’au préalable on
a défini I’abscisse d’un point sur une droite, il est nécessaire d’en définir, et d’en enseigner,
une autre : « le déplacement sur une droite » en tant que translation de vecteur de méme
direction que la droite, de méme sens ou de sens contraire au sens du repere et de norme la
distance des deux points ; ce qu’on ne dit pas, reste implicite, et est donc parfois mal compris.
La métaphore qui consiste a utiliser cette grandeur fonctionne cependant & peu prés bien
aupres d’un nombre significatif d’éléves pour ce qui concerne 1’addition. Elle se complexifie

* IIs évitent d’avoir a distinguer des cas de figure, comme I’explique fort clairement Chasles lorsqu’il invente les
« mesures algébriques » qui orientent les segments et permettent un calcul automatique de leur mesure orientée.



pour la soustraction et se constitue en obstacle pour la multiplication des relatifs. En effet, la
grandeur « déplacement » ainsi construite est une grandeur de dimension 1, et le produit
devrait étre associé a une grandeur de dimension 2. Des artifices didactiques, que I’on trouve
dans certains manuels, ont été proposés pour tenir compte de la dimension 2 affectée a la
grandeur-produit. Dans un repere orthonormé du plan, une fois que I’on a défini (comment ?)
et que 1’on a associé le produit de deux positifs a des points du premier quadrant, qu’on a fait
de méme pour le produit d’un négatif par un positif associé¢ a des points du quatriéme
quadrant (respectivement le deuxiéme), on postule que par symétrie centrale (pourquoi ?) les
produits doivent étre négatifs dans le deuxiéme quadrant (respectivement le quatriéme) et
positifs dans le troisieme ; ce dernier correspondant au produit de deux négatifs. Nous ne
suivons pas cette voie, ne serait-ce qu’en raison des questions que cette ghétaphore
géométrique souleve et auxquelles les adeptes de cette technique didactique n’ap pas
de réponse. La docilité¢ des ¢éléves a accepter parfois une telle « pseudo-expliycati e la
regle des signes ne signifie pas qu’ils ne se posent pas de questions a propoSge mysteres
ayant conduit a de tels résultats. Certains finissent par se dire qf mathPmatiques,
décidément, il suffit de faire car il n’y a rien a comprendre. .. ‘

Tenir compte des obstacles de nature épistémologi
minimiser ceux de nature didactique

thématiques pour

La dynamique propre a la mathématisation est le plus
pour les nombres relatifs et leurs opérations, le frui
des modeles mathématiques qui le représgnt
mathématique comme il en va, par exemple

tique entre un systéme et I’'un
sttme pouvant étre lui-méme
de nombres. A son tour, dans une
un mod¢le d’ordre supérieur qui le

représente. Au cours du processus de md le modéle importe certains des traits du
systéme — certains sont « aplatis » ghbliés —, mais le travail qui se méne ensuite
dans le mode¢le (en tant que sind systéeme ou catégorie de systemes que 1’on

décide d’apparenter) permet des informations sur le systéme modélisé. Le sens qui
¢tait attaché au systeme

le premier travail
affine ou encorg, de fagon plus fruste, de fleche a dessiner dans le plan représenté par la
feuille... Le gme constitué a I’origine par les fléches ou les agents de translations a été

modélisé e vgctoriel qui, a son tour permet de modéliser dans le méme cadre d’autres
systém. eut donner naissance a de nouveaux mode¢les, par exemple la notion
d’es toriet de dimension infinie.

Aussionsgrous pris le parti de minimiser le risque de créer des obstacles didactiques, tout
en sachd¥’que certains, de nature épistémologique et donc propres aux mathématiques, sont
inévitables ; c’est particulicrement le cas lorsqu’on se penche sur I’histoire des nombres
relatifs (c¢f. annexe 1). C’est la raison pour laquelle notre proposition ne débute pas par une
rencontre avec les relatifs qui s’appuierait pour cela sur leur usage social, et les ferait alors
voir par les ¢léves comme mesures de certaines grandeurs. Le concept de « grandeur » n’a été
d’ailleurs, et jusqu’a un passé récent, trés peu enseigné dans les classes qui ont précédé. 1l est
donc en grande partie ignoré des ¢léves autrement que par leur contact avec la réalité sensible,
hors de I’école : le temps passe, le poids et la taille s’accroissent, la vitesse des véhicules
varie, etc.



Des obstacles de nature épistémologique surgissent inévitablement dans 1’étude des relatifs,
comme il en va aussi pour d’autres domaines des mathématiques, avons-nous dit. C’est ce qui
fait I’'une des difficultés de ’apprentissage des mathématiques. Si certaines des organisations
mathématiques et didactiques construites permettent de les minimiser, seul 1’'usage dans
lequel sont prises les notions nouvelles permet dans bien des cas de les surmonter. Au sens
ancien, que l’on avait des difficultés a saisir, se substitue [’usage qui procure un sens

nouveau : lorsqu’on écrit avec une certaine familiarit¢ que Inx"=nlnx, on oublie

. . xdt . A . . .
temporairement qu’aussi Inx = f1 —, voire méme que la notion d’homomorphisme autorise
t

cette écriture, et le sens provient du calcul que I’on méne a bien, durant le temps ou ’on s’y
engage. S’enclenche en effet, au cours de I’activit¢é mathématique, un processuf qu’Anna
Sfard a appelé de « réification » : autrement dit de transformation en un objet co ce
qui apparaissait auparavant comme une abstraction difficile a maitriser. Rgns de
’algebre, qui est précisément le domaine auquel appartiennent les nombres reMgfs, appelés
autrefois « nombres algébriques », elle indique :

1. « Only when a person becomes capable of conceiving the notio edged object,
we shall say that the concept has been reified. Reification, tHerefdrey is defined as an
ontological shift — a suddenability to see something familiaggn a totallgfhew light. » (Sfard,
1991) 2. « Seeing a mathematical entity means being capable & referring to it as if it was a
real thing — a static structure, existing somewhere in sp . It also means being able
to recognize the idea “at a glance” and to manip s a whole, without going into
details. » (Sfard, 1991) ou encore: 3. «][...] ility to give some kind of
explanation to the formal algebraic procedure
cope either with non-standard questions or anced algebraic ideas which will be
introduced to at least some of them in the rd, 1994)

Wrs années, arrivés en 3°, voire au-dela. Difficulté
sens a certaines expressions algébriques plus

alors qu’ils les pratiquent déja
qui s’accroit et empéche

Le schéma é U PER sur les nombres relatifs

les relatifs, les opérateurs qui permettront en son début de simplifier les
es programmes de calcul, semblent se comporter a ’usage, et du point de vue
me des nombres. On travaille alors la question : « le sont-ils vraiment ? » Ou

apportéeLst la suivante : si ’on peut faire, avec ces entités nouvelles, des opérations comme

3 1. C’est seulement quand une personne atteint la capacité a concevoir une notion comme un objet a part entiére
que nous dirons que le concept a été réifié. La réification est donc définie comme un changement ontologique—
une soudaine capacité de voir quelque chose de familier sous un jour totalement nouveau. 2. Voir une entité
mathématique comme un objet, c'est étre capable de se référer a elle comme si elle était une chose réelle—une
structure statique, existant quelque part dans l'espace et le temps. Cela signifie également étre capable de
reconnaitre 'idée « d’un coup d'eeil » et de la manipuler comme un tout, sans entrer dans les détails. 3. Sans la
capacité¢ a donner quelque explication aux procédures formelles algébriques, les éléves sont peu susceptibles
d'étre en mesure de faire face soit a des questions non standard, soit a des idées algébriques plus avancées qui
seront introduites dans I'avenir, au moins a certains d'entre elles.



celles que I’on connait déja sur les nombres qui nous sont familiers, alors on pourra
considérer que ce sont des nombres. Une nouvelle question surgit : « que faudrait-il, par
exemple et pour commencer, pour pouvoir faire des additions avec ces entités ? » La réponse
a construire, les techniques a établir (les « régles d’addition », comme on dit), doivent étre
compatibles avec celles que I’on connaissait sur les positifs puisqu’on a pu identifier un
positif a sa valeur absolue. Ce travail de construction donne du sens et 6te le mystere, qui
semble impénétrable a certains éléves, relatif aux techniques permettant d’additionner et de
soustraire des relatifs. Il en sera de méme pour la multiplication.

Pendant un certain temps, existe pour la multiplication la nécessité d’accepter que le produit
de deux négatifs soit positif, si I’on veut que I’ensemble des calculs sur tous lesmombres,

bon sens qu1 cherche a mamtemr les sens anterleurs attribués au nombre, et
quand on explicite « la regle des signes » sans avoir défini une « multippreg

recherche des raisons mathemathues qui conduisent a établir ce Yue
procédures formelles algébriques » ; méme si ces raisons seggnt temp
fur et a mesure de 1’usage des dites « procédures ».

Les relatifs sont donc des nombres, des entités sans di
d’une question interne aux mathématiques, dont t contenue dans la fonction
qu’ils remplissent : simplifier des calculs dans des progrargmes de calcul. Ce qui ne veut pas
dire qu’il en sera toujours ainsi pour 1’étude trY s mathématiques. IIs sont ensuite
retrouvés comme objets utiles pour certaingdysa octaux (mesurer la température, 1’échelle
des temps historiques, etc.) Nous n’igiforg ayque les ¢€léves, en tant que personnes
plongées dans une société, ont déjg rencontrc)les relatifs : températures, ascenseurs par
exemple. Mais le « jeu » mathémajg n souhaite les faire jouer — les termes, le plus
impli i idactique — obéit a des régles qui consistent a ne
pas recourir a cette (re)con iale. Ce que les €léves comprennent trés bien et a

manipulées gnngnt divers statuts. Aussi, la transition entre opérateur d’un programme de

calcul et if doit étre accompagnée. Nous la ménageons, au cours du parcours
propos fication, par exemple, de +5 a 5 (car 0 + 5 =5 ; le programme « ajouter
S5» ors identifié¢ au nombre obtenu 5), et de 0 — 4 a -4 (car la premiere écriture

n soustrait 4 a 0, donc que ’on utilise le programme « soustraire 4 », noté -4).

méme censcience ou connaissance de 1’existence de la notion, de la commutativité dans les
programmes de calcul, en fait dans les sommes algébriques, qui « favorise » I’arrivée des
additions dans des calculs ou les relatifs sont écrits avec des parentheses.

L’identification est encore facilitée pour les €léves par un travail de routinisation, qui est
conduit a 1’aide d’un nombre important d’exercices d’entrainement : on va donc vers une
« réification ». Lorsqu’au cours de cet apprentissage, on a besoin de s’assurer de la justesse du
résultat que ’on a obtenu en revenant au sens premier qui leur avait été conféré, on peut
toujours vérifier la coincidence des résultats trouvés sur des nombres avec ceux obtenus en les
considérant comme opérateurs dans des programmes de calcul. Ainsi est-il toujours possible
pour les €léves de revenir au sens premier lorsqu’ils en éprouvent le besoin tout au long de cet



apprentissage que 1’on doit considérer sur une longue durée. Ce qui signifie que ce parcours
n’est pas a passer d’un bloc, mais qu’il doit se dérouler sur I’année scolaire : I’avancée dans le
nouveau s’accompagnant d’occasions de reprises qui permettent a certains des éleéves
d’apprendre apres-coup des notions antérieurement enseignées et étudiées par la classe.

Yves Matheron

&



Quelques notions de théorie anthropologique du didactique

La connaissance mathématique produite par les mathématiciens n’est pas celle enseignée a
I’école. Elle subit, pour 1’adapter a I’enseignement, une série de transformations qu’étudie la
théorie de la transposition didactique (Chevallard 1985, 1991). Nous différencierons les
savoirs savants produits par les mathématiciens des savoirs a enseigner, désignés comme tels
par les représentants du systéme d’enseignement (mathématiciens, politiques, représentants de
la société, professeurs...) qui orchestrent la sélection, la définition, I’organisation des savoirs
dans la limite de contextes culturels, sociaux et historiques. La transposition didactique
relative a 1’organisation mathématique qui est le substrat de ce PER se trouve exposée en
annexe 2, a la fin de ce texte. Une fois les savoirs a enseigner définis, il faut gncore les
distinguer de ceux effectivement enseignés par le professeur et de ceux réellement par
les ¢leves. Ainsi le savoir produit initialement subit une double tragform . la
transposition didactique externe qui sélectionne et transcrit les savoirs a enseigiga partir du
«savoir savant» et une transposition didactique interne a 1’iférit dy” systeme
d'enseignement. Durant cette seconde étape, c’est le professeur qui, 3
que sont les programmes, va construire les savoirs qu’il est en charge er, savoirs qui
deviennent des objets d’enseignement. C’est alors a lui d’organiser Jeg#conditions de son
enseignement, modulées par les contraintes et les nombre jetti
soumis. Il ne suffit pas d’imposer que tel savoir soit ensgg
De plus les savoirs différent selon l'institution dans lagueNg on les étudie. C’est pourquoi il

s’avere utile d’interroger 1’organisation des savoirs ' s 4 enseigner.
Le savoir mathématique est lui-méme sub aines, secteurs, thémes et sujets.
Enseigner un savoir mathématique suppos n place d’une organisation mathématique

c'est-a-dire un discours sur la tec
théorie ®. Le couple [7/t] faj

un savoir-faire qui nécessite le bloc [0/@] ; ce
nologico-théorique. Un tel modéle nous montre la

e de taches. Le choix des techniques differe selon le systéme
selon la personne qui les met en ceuvre ou encore selon
laquelle cette organisation mathématique existe. Une organisation
petite, construite autour d’un seul type de tches 7, et qu’on qualifie
ut donc se noter a 1’aide des deux couples [7/1] et [6/@], ou encore plus
[7/79/0]. Les organisations mathématiques ponctuelles s’agregent et
t pour donner des organisations mathématiques d’ordre supérieur relevant de

apitre autour d’un théoréme, I’addition des relatifs par exemple), de secteurs
(les nomPfes relatifs, plusieurs théorémes par exemple), un domaine (1’algeébre en poursuivant
sur cet exemple).

I’institution
mathémati
alors de

Ce modele peut paraitre abstrait au premier abord, mais il est fort utile car il permet d'analyser
ce qui est enseigné ou ce qui doit 1’étre. Pour rendre compte de la manic¢re dont les savoirs
sont enseignées, la Théorie Anthropologique du Didactique (TAD) dans lequel ce modé¢le
prend place, développe un autre concept théorique : celui d’organisation didactique. Yves
Chevallard (1998) propose une modé¢lisation du processus didactique et distingue « six
moments de 1’étude » ou « moments didactiques », sans que I’expression « moment »



n’impose une représentation temporelle séquentielle. Il s’agit plutdt de « passage obligé »,
quel que soit le déroulement de 1’étude suivi.

Le premier moment est celui de la premiere rencontre avec I’organisation mathématique mise
en place. Cette premiere rencontre peut suivre des formes diverses, mais elle nécessite
toujours de rencontrer au moins un type de tdches 7 dont la problématicité permet la
dévolution de la question étudiée aux €léves ; la responsabilité de I’identifier et de commencer
a 'y apporter réponse leur incombe. En effet, il est indispensable que les éléves s’emparent du
probléme posé qui doit leur apparaitre suffisamment problématique et qu’ils s'engagent alors
dans la recherche de techniques pour y répondre.

Le second moment est celui de I’exploration du type de tiches T et de 1’élabor:
technique 7 relative a ce type de taches. En effet, toute activit¢é mathémati
fabriquer une technique particuliere pour répondre a un probléme spéciti L%chnlque
ainsi mise en place deviendra ensuite I’outil de résolution routinier qui
toute une classe de problémes du méme type.

résoudre

La technique 1 élaborée est alors justifiée pendant le troisiéme moment qugoit la constitution
de I’environnement technologico-théorique [0/@]. C’est un nfongent qui Peut interagir avec les
autres : la premiere rencontre peut étre 1’écho d’un e nt technologico-théorique
ancien que le moment d’exploration viendra conforter ou, 3§ contraire, perturber pour le faire
évoluer.
I1 faut alors travailler la technique pour en te G et la fiabilité. C’est le moment de
travail de la technique pendant lequel les Sees eMgcquicrent la maitrise, ce qui nécessite une
certaine quantité¢ de spécimens du ou de ¢ Wiches a I’étude. Ce moment permet aussi
de revenir, d’améliorer et de maitrisegorganisagfon mathématique qui a été construite.

Signifier explicitement le sav 1que qui vient d’étre élaboré collectivement et
I’ancrer dans un ensemble d issaygres communes est la fonction que revét le moment de
l'institutionnalisation. Il de ne conserver en mémoire que 1’indispensable de
I’organisation mathématidye. aines des tentatives, certaines des techniques peu

performantes, qui
sont pas retenues.

ergé lors de I’élaboration de I’organisation mathématique, ne

Le dernier est celui de [I’évaluation, intrinséquement li€¢ au moment de
I’institupbnhal iR o, En effet, Yves Chevallard (1998) précise qu’« en pratique, il arrive un
mom, ) doit de “ faire le point ” : car ce moment de réflexivité ou, quels que soient
le e juge, on examine ce que vaut ce qui a été appris » ou, plus exactement : « Que

de l’inteffogation sur la maitrise, par telle personne, de telle technique on trouve alors
I’interrogation sur la technique elle-méme — est-elle puissante, maniable, slre, robuste
aussi ? »

Le Parcours d’Etude et de Recherche (PER) qui suit est bati a I’aide des outils que constituent
les deux notions d’organisations mathématique et didactique dont nous venons d’exposer tres

brievement les grandes lignes.

Farida Méjani



LE PARCOURS D’ETUDE ET DE RECHERCHE

Préalable

Avant de lancer les éléves dans ce parcours, il est nécessaire qu’ils aient tout d’abord travaillé
la définition de la différence (dans N ou dans D). La notion de différence, qui a été étudiée a
I’école primaire et qui fait partie des capacités du programme de 6° (« Connaitre la
signification du vocabulaire associ¢ : somme, différence, produit, terme, facteur, dividende,
diviseur, quotient, reste », est-il écrit dans le programme de 6° en vigueur jusqu’a la rentrée
2015), doit étre une connaissance disponible, ¢lément non problématique, faisant partie du
« milieu » comme ensemble des connaissances stabilisées. Il est notamment négfssaire de
savoir que la différence des nombres a et b est le nombre d tel que a +d=b et ote

(»Q

&
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Premiére séquence
Elaboration d’un technique pour calculer mentalement a + b — ¢
Durée : I’enseignement commence par des calculs courts, de 5 a 10 min maximum en
début de séance ; mis bout a bout et lorsque I’enseignement se passe ensuite en continu,
il faut compter environ 5 séances de 55 min pour I’ensemble de cette séquence

Le début de I’enseignement proposé dans les pages qui suivent s’appuie sur des moments de
calcul mental. L’approche choisie est progressive, afin que les €léves s’habituent a une
technique de calcul qui les rend plus simples et qui va conduire tout d’abord a fitiliser de
nouveaux nombres, puis a les étudier. Aussi, est-il nécessaire que ces temps de cal tal
qui inaugurent cette premicre phase soient @ la fois courts, de ’ordre de Ifgnin ‘but
d’heure par exemple, et étalés dans le temps : a la suite de ce temps court de Qcul mental,
on passe a I’étude d’une autre partie du programme de mathéma de , menée

simultanément.

Etape1:casb>c

Cette étape a pour fonction d’organiser une (nouvelle : miere rencontre avec le type de

nombre on ajoute un deuxie¢
les éléves, apparaisse rapi essité d’organiser commodément les calculs afin de

d’abord, pour la consigne 1, de travailler en acte mais

le cas ou b > c. Le pro
un nombre on,Qjoute un deuxiéme et on soustrait un troisieme » que l’on va exécuter
s cas particuliers. Il écrit au tableau.

que ’on’/dise « ajouter... puis soustraire... c¢’est comme ajouter (ou soustraire)... », puis a
faire passer de I’écriture en francais a 1’écriture en nombres. Apparemment, certains éleves
rencontrent des difficultés pour rédiger des phrases, ce travail peut donc se poursuivre en
travail a la maison... La rédaction des phrases et leur verbalisation visent a faire éprouver par
les éléves 1’économie substantielle que réalisera 1’écriture en nombres relatifs.

Le professeur fixe lui-méme le temps pour la recherche du premier calcul et demande
oralement le résultat avant d’engager la classe dans le calcul du second. Si la technique
consistant a calculer d’abord b — ¢ n’apparait pas dans le calcul de 17 + 21 — 1, elle a de fortes
chances de devenir nécessaire dans le calcul suivant : 148 + 199 —99. On I’éprouve ensuite
sur les autres calculs, le professeur déterminant le temps de la recherche de chaque calcul. Ce
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temps doit étre bref car cette briéveté force a rechercher les stratégies de calcul les plus
efficaces.

L’ensemble des consignes a été regroupé dans le cadre qui suit, afin que le professeur dispose
d’une vision globale. Comme indiqué page précédente, ces diverses consignes doivent étre
données aux éleves de facon étalée, doivent occuper un temps court en début d’heure et
pendant plusieurs séances. On peut ¢videmment fabriquer d’autres types de calcul, I’essentiel
étant que la philosophie propre a chaque étape soit conservée. On peut aussi, selon I’aisance
plus ou moins grande des €l¢ves, utiliser des décimaux non entiers ; ce qui permet de faire
apparaitre davantage I’économie de calcul procurée.

Consigne 1 :
Effectue mentalement les calculs suivants :

17+21-1;
148 +199 - 99 ; '\
17 +35-15;
131+ 256 — 56 ;
39+58-8;
185+ 2017 —17.
Consigne 2 :
Effectue mentalement les calculs suivants :
14+17-15;
114+17-15;
1802 + 319 - 315
4374 + 62 -61 ;
4374 + 61 - 62 ;
7081 + 61 — 62.
Consigne 3 :
Effectue mentalement les calculs
458 + 45— 46,
3469 +45 - 46 ;
3469 + 124 — 125 ;
15627 + 124 - 125 ;
15627+ 313 - 314 ;
823 +313-314 ;"
823 +32-33,
4586 + 32
4586 +7,
ConsiZg 4/
Effdue talement les calculs suivants, puis écris sous forme simplifiée a quoi équivaut,
dans C®gcal@lls, I’application au premier nombre de 1’addition suivie de la soustraction :
15627 +W14 - 316 ;
823 +34-37;
4586 +34—-38;
126 +12-15;
3645 + 5241 — 5246 ;
1010 +21 -31;
236 +22 —29.

Feuille dont dispose le professeur
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Les ¢éleves recherchent individuellement et mentalement les calculs de la consigne 1 et notent
au crayon leurs résultats en face de chacun des calculs proposés. Le calcul se faisant
mentalement, les éléves ne sont pas autorisés a poser les opérations ; ils doivent seulement
noter au crayon le résultat qu’ils trouvent pour chacun des calculs. Si les ¢éleves peinent, le
professeur peut indiquer qu’ils ont intérét a rechercher « un truc » permettant de faire les
calculs trés facilement. En principe, au moins un éléve devrait trouver « ce truc » et le
communiquer rapidement a la classe, sinon le professeur attire ’attention sur les deux
derniers nombres.

Consigne 1 :

Effectue mentalement les calculs suivants :

17+21-1;

148 + 199 - 99 ;

17+35-15; \
131 +256 -56;

39+58-8; n

185 +2017-17.

Les calculs ayant ét¢ menés a bien, le professeur ou un éleve pdyvent fa e remarquer que 1’on
n’a pas suivi ’ordre qui parait canonique d’exécution d e la gauche vers la droite.

On se contente de vérifier 1’exactitude des gésu Fexemple avec une calculatrice. On
est donc certain que les calculs sont jugfes et qu@pta technique utilisée est pourvue d’une

Etant certains que la
institutionnalisation ge cefy¢ nowbelle technique. Pour cela, on peut demander aux éléves de
la donner publiquemen alement en la déclinant, pour chacun des calculs, sur le mod¢le
suivant correspgidant au premier calcul : « ajouter 21 et soustraire 1 & un nombre revient a

s dans le cahier de cours.

La pgrti i suit’et qui porte sur l’écriture des phrases du type « ajouter... et soustraire... a
unn ient a ajouter... a ce nombre » est longue a faire écrire par les éleves. On peut

numeériqtes écrits, soit en donnant une feuille a coller.

Dans ce dernier cas, il est indispensable de ne pas tomber dans un travail du type des
« exercices du Bled ». Quel que soit le choix fait, mais en tout cas si on suit [’idée d’une
photocopie, il est nécessaire de s’assurer que l’institutionnalisation est assumée par la
classe, donc est menée de maniere collective, a partir des propos des éléves sollicités pour
retenir I’essentiel de ’activité et sous la direction du professeur.
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Ce qui est consigné sur le cahier des éléves peut prendre la forme suivante a titre d’exemple,
mais ce qui est essentiel est le fait que ce qui est institutionnalisé soit la trace de activité
qui a effectivement été menée par la classe :

Programmes de calcul « somme et différence »
I. Rendre plus simple des calculs pour calculer mentalement

1. Consigne 1.

On fait coller la feuille « consigne 1 » sur le cahier et on fait dégager la régularitfé que 1’on
note par écrit :

Ajouter 21 et soustraire 1 a un nombre revient a ajouter 20 a ce nombre

Ajouter 199 et soustraire 99 a un nombre revient a ajouter 100 a ce nombre

Ajouter 35 et soustraire 15 a un nombre revient a ajouter 20 a ce nombre

Ajouter 156 et soustraire 56 a un nombre revient a ajouter 100 a ce b
Ajouter 58 et soustraire 8 a un nombre revient a ajouter 50 a ce nonfore
Ajouter 2017 et soustraire 17 a un nombre revient a ajouter 2000 a ce n e

On a simplifié des programmes de calculs pour calculer, ent

On peut prévoir ensuite des exercices a la maig
I’écriture de phrases en francgais du méme type qu
exemple avec des exercices comme :

15+37-7;121+229-29 ;58 +1024 2% 1 72 —12.

Etape2:b>coub<c

plus b>c; ce qui rgnd
contraints de devoir: & une nouvelle technique pour ce type de taches qui était en passe
de devenir routinier, mais S%avere problématique dans certains cas. 1l est donc nécessaire

au cr. Bultats en face de chacun des calculs proposés.

Consi 2,7

Effectue Mnentalement les calculs suivants :
14+17-15;

114+ 17-15;

1802 +319 - 315;

4374 +62 - 61 ;

4374+ 61 - 62 ;

7081 + 61 — 62.

Pour chacun des quatre premiers calculs, le professeur fixe la durée de la recherche
individuelle et continue de méme pour le 5° calcul. Il est possible que, dans le 5° calcul, des
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¢léves continuent d’ajouter 1 sans avoir remarqué la nouveauté. On peut les convaincre de la
fausseté de leur démarche en comparant le 4° et le 5° calcul. Au méme nombre, 4374, si on
ajoute 62 puis que 1’on soustrait 61, il est vraisemblable que I’on n’obtiendra pas le méme
résultat que si on lui avait ajouté 1 de moins et soustrait 1 de plus. Rapidement, d’autres
s’apergoivent de I’impossibilité de ’application de la technique précédente.

Néanmoins, les nombres sont les mémes que dans le calcul précédent, méme si les places des
deux derniers ont été¢ échangées. Cette remarque, vue par des éléves ou indiquée par le
professeur si ce n’est pas le cas, devrait attirer ’attention sur une comparaison possible entre
le quatriéme et le cinquiéme programme de calcul.

Dans le quatriéme programme de calcul, « ajouter 62 puis soustraire 61 » équivaut g « ajouter
1 », la question cruciale est alors : @ quoi équivaut le programme de calcul « ajou uis
soustraire 62 » ?

Qune jque des
par: « car on

Des ¢éléves devraient fournir la seule réponse possible dans le cadre
programmes de calcul » en disant : « a soustraire 1 »... Tout en le jul
soustrait 1 de plus que ce qu’on ajoute ! » Les éléves, éventuelleme 1 le professeur,
peuvent expliquer que « enlever 62, c’est enlever 61 et enlever encdre 1P car décomposer une
soustraction en une succession de petites différences est uge méthodeg€ouvent utilisée en
calcul mental.

Ces explications constituent des justifications (forfc
I’approbation de la classe et doivent étre regues cory
d’un calcul mental et d’un échange oral, il n’ W fet guére possible d’en attendre
davantage. De nouveau, le recours rapide a la gflc £i la classe en éprouve la nécessité,
permet de valider le calcul. Le dernier cas ngdevViyit alOrs pas poser de probléeme.

ologique) qui suscitent
r le professeur. Dans le cadre

Passage important

Le professeur peut alors indigmer nejustification plus mathématique est possible. Les
éleves recherchent et assez rgpi ent.Yeme s’ils le formulent a leur maniere, proposent une
technique d’emprunt ou ition judicieuse du premier des nombres. Ce sont des
techniques numériques ¢
décomposition addi ombres. Ces savoir-faire sont enseignés et compris des le CP,
comme [’attestent les écrits SWivants, notés par la maitresse de CP sous la dictée des éleves, et
qui leur permgfent de prouver que 10 > 9 et que 14—5 =9 :

)

Une telle technique est encore utilisée dans [’algorithme de la soustraction, lorsque le chiffre
du rang a soustraire est supérieur au chiffre du méme rang auquel on le soustrait. Ainsi, par
exemple, dans la soustraction 52 — 38. Comme 8 > 2, on « emprunte » une dizaine venue de 5
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que l’on ajoute a 2 pour obtenir 12, ce qui rend possible la soustraction 2 — 8 devenue 12 — 8.
Cette technique, parce qu’on commence par « casser » le chiffre de rang supérieur (5 dans ce
cas) pour rajouter 10 au chiffre du rang immédiatement inférieur, évite le recours a la
retenue dont on oublie souvent de tenir compte dans la suite du calcul. La soustraction s écrit
alors :

5*)
~ 38
=14

Cette technique est souvent appelée « méthode anglo-saxonne » ou aussi « méfhode par
emprunt ». Elle repose sur la transformation suivante :

52-38=5x10+2-(3x10+8 =4x10+10+2—-(3x10+8)

—4x10-3x10+12—-8 ’\

Tandis que la soustraction « avec retenue » repose sur :

52-38=5x10+2-(3x10+8 =5x10+2+10—(3x10+ 10 Q
—Sx10-4x10+12-8

Les justifications de ces deux techniques sont enseignées aveg un voc ire adapté des le
CE1 et certains éleves s ’en souviennent.

soustraction de 1 a 4374 dans
r se souvenir de la technique

Lorsque les €léves sont confrontés a la nécessité de ja
le calcul 4374 + 61 — 62, il en est toujours quelg
d’emprunt et I’adapter a la situation nouvelle.

Ainsi : 4374+ 61 —62=4373+ 1+ 61 — AT 4+ (61 + 1) —62=4373 + 62 — 62 =4373.
Et on a prouvé et trouvé la raison pour laduellegnd 3P+ 61 — 62 = 4374 — 1.

cette suite d’égalités, 4374 et 4373, indique

La comparaison des premier et de
clairement que 1’on a soustrait

prunte » a 8456 ce qu’il manque pour « transformer
ylui retrancher 6. Ce qui s’écrit :

e nouveau a conduire, au cours de laquelle le professeur en
classe, fait dégager 1’essentiel. Elle débouche de nouveau, par exemple

Ajouter 319 et soustraire 315 a un nombre revient a ajouter 4 a ce nombre
Ajouter 62 et soustraire 61 a un nombre revient a ajouter 1 a ce nombre

Mais attention !
Ajouter 61 et soustraire 62 a un nombre revient a soustraire 1 a ce nombre
En effet, c’est ce que montre I’exemple suivant :
4374+ 61 -62=4373+1+61-62
=4373 + (61 +1)—62
=4373+62 - 62
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=4373.
Donc : 4374 + 61 — 62 =4374 — 1.

Simplifier un programme de calcul revient parfois a soustraire

Etape 3 : dans tous les cas ¢ > b

1l s’agit maintenant d’éprouver la validité de la technique sur quelques tdaches du méme type
afin de se convaincre de son efficacité, et d’institutionnaliser ce que [’on peut retirer de cette
expérience.

On propose encore aux ¢leéves de travailler individuellement et mentalement atin ner
rapidement les résultats des calculs de la consigne 3. Les éléves notent cra eurs
résultats en face de chacun des calculs proposés.

Consigne 3 :

Effectue mentalement les calculs suivants :

458 + 45— 46 ; 3469 +45 - 46 ;

3469 + 124-125 ; 15627 + 124 — 1

15627 +313-314 ; 823 +313

823 +32-33; 4586 +3 3

4586 + 7538-7539. 3,5+3 823 +7,2-38,2.
Le professeur pose alors la question : Qu’aviisRgu is de ces calculs ?

Les réponses vont certainement étre imprcis u Wnfuses, car il n’est pas facile d’exprimer
sous la forme d’une seule phrase ce vieJt d’observer sur divers spécimens du méme
programme de calcul a + b —c, p
dent par des phrases du type : « C’est toujours le
A enlever (ou soustraire) 1 », etc.

La question qui vient al yidghhment : En raison (ou a cause) de quelles opérations
est-on amené a soustyaire ue ce n’était pas ce qui se produisait dans les calculs des
étapes 1 et 2) ?

Il est encore vpfsemblable, pour les mémes raisons, que les réponses soient imprécises ou

« parce qu’il y a un de plus (ou de moins) », etc., mais elles manifestent

C’es @ professeur d’indiquer que, pour noter qu’appliquer au premier nombre le
suite du programme de calcul revient a lui soustraire 1, on va utiliser une

réservée la la justification de la notation qui provient d’une simplification raisonnée du
programme de calcul.

Ceci est noté dans le cahier de cours apres avoir de nouveau coll¢ la feuille de la consigne 3.
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3. Une nouvelle notation pour simplifier I’écriture

Pour simplifier I’écriture du programme de calcul, « @ un nombre, on ajoute 45 et on soustrait
46 », on aurait pu écrire : ... +45-46=...—1.

On a préféré écrire :

+45 - 46 =-1

qui signifie que si & un nombre, on ajoute 45 puis on soustrait 46, alors on lui soustrait 1.
Ainsi : 458 +45 -46 =458 — 1 =457

P engage les éleves a écrire par eux-mémes, dans la suite du cours, ce que I’ lors
observé avec les autres programmes de calcul .

+124 — 125 = -1, ainsi 15627 + 124 - 125=15627 -1 =15626 \
+313 — 314 =-1, ainsi 823 + 313 - 314=823—-1=822 Q

+32 - 33 =-1, ainsi 4586 + 32 — 33 =4586 — 1 = 4585

+7538 — 7539 = -1, ainsi 4586 + 7538 — 7539 = 4586 — 1 = 447

Etape 4 : travail de la technique
Exercice :
Trouver d’autres écritures qui donnent —1 ?

Lorsque cet exercice a été travaillé, les élfpves zilis8¥f assez vite des décimaux non entiers.

&
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Deuxieme séquence
Définition des nombres relatifs, le probleme de leur addition
Durée : entre 3, 4 et 5 séances de 55 min selon les classes et les professeurs

Etape 1 : mise en évidence de nombres négatifs
Deux voies sont possibles pour mener a bien cette étape qui doit se conclure par la mise en

eévidence d’autres nombres négatifs. Rappelons qu’a la fin de la premiere séquence, on ne
connait d’eux que -1.

1. La premiere voie, sans doute la plus formatrice, consiste a demander
peuvent trouver des programmes de calculs qui reviendraient a soustraire 2, 3 Sou6bau
premier nombre, donc des écritures qui équivalent a écrire -2, -3, -4, -6. Yes éleves
comprennent qu’il suffit de choisir deux nombres dont la différe € 4,5 ou 6 et
d’écrire correctement qu’on ajoute le plus petit et que 1’on retranc plus grand. On
sélectionne alors diverses propositions qui sont consignées dans le coujsg¥in d’aboutir a des
écritures du type :

+34-37=-3
+34-38=-4
+12-15=-3
+5241 — 5246 = -5
+21-31=-10
+22-29=-7

encore a ecrire : ... + 34 —
continuera a solliciter ulid

Effectug/mgnta t les calculs suivants, puis écris sous forme simplifiée a quoi équivaut

I’ap au pfemier nombre de 1’addition suivie de la soustraction, dans ces calculs :
156+ 3 16 ; 823 +31-34;

4586 TN 748 26+52-55;

364,5 + 924,1 — 5246 ; 1010+ 0,21 - 0,31 ;

23,6 +2,2-29.

Exemple :

1350 + 242 — 247 = 1345 provient de la simplification du programme de calcul :
+242 — 247 =-5

Les nombres choisis poussent les ¢léves a utiliser la technique la plus économique, car ils sont
assez grands pour rendre délicat le calcul mental de I’addition ; mais les deux derniers
nombres sont suffisamment proches pour rendre la différence évidente. Arrivés a ce stade, on
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a déja institutionnalisé, lors de I’étape précédente, le fait qu’un programme de calcul puisse
étre écrit, de maniere beaucoup plus €économique, par une soustraction, au premier nombre du
programme, d’un nombre c ; soustraction que 1’on a notée -c. Ceci justifie que 1’on engage les
¢éleves dans la deuxiéme partie de la question.

On aboutit encore, dans ce cas, a faire consigner par les éleéves, dans le cahier de cours et a la
suite de ce qui précédait, les mémes résultats :

+34-37="-3
+34-38=-4
+12-15="-3
+5241 - 5246 = -5
+21-31=-10
+22-29=-7

Etape 2 : travail de la technique

Exercices (on peut en inventer d’autres du type +a — b, ayec a et tiers ou décimaux
positifs)

Pour chaque programme de calcul ci-dessous, donner fe Wogramhe de calcul équivalent le
plus simple :

+4-5;+3,7-4,7;+6,34-9,34 ; +503,9 — 51Q,9
+72,165 - 74,166 ; +0,8 — 0,9 ; +1,7 — 1,79 532,

; +768,3 —769,5 ;

Etape 3 : ou I’on s’intéresse aux eu ddition »

¢ s écritures simplifiées de programmes de calcul
¢ sont pas encore identifiés a des nombres. Au cours
cette identification ; notamment en éprouvant la

Les ¢lev@répondent généralement « oui » car ils ont déja rencontré, a défaut d’avoir écrit des
positifs avec un signe +, des programmes de calcul équivalents a ajouter un nombre a un
autre. Cela a été le cas, par exemple, dans des calculs des étapes 1 et 2 de la premicre
séquence ou les calculs étaient les suivants :

17+21-1;148+199-99;17+35-15; 131 +256-56;39+58—-8;185+2017—-17;
14+17-15;114+17-15; 1802+ 319 -315;4374 + 62 - 61.

et que 1’on reprend désormais en s’intéressant au programme + b — ¢ ; ce que le professeur
peut montrer pour le premier de la liste : + 21 — 1 =+ 20 (ajouter 21 puis soustraire 1 équivaut
a ajouter 21). Les éléves sont engagés a continuer. On note alors les résultats obtenus dans des
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programmes de calculs plus amples, pour lesquels on décide, par commodité, de ne pas écrire
le premier nombre :

+2]1-1=+20
+199 —-99=+100
+35-15=+20
+256 — 56 =+ 200
+58-8=+50
+2017 - 17 =+ 2000
+17-15=+2
+319-315=+4
+62—-61=+1

On institutionnalise de nouveau ce qui vient d’étre travaillé. Ce qui con: ire’hoter dans
le cahier de cours, a la suite de ce qui a été précédemment écrit éves que ’on
sollicite pour cette synthése :

Si a un nombre on ajoute 199 puis on soustrait 99, alors ) 0 a ce nombre :

on le note : +199 — 99 =+100 ;

Si a un nombre on ajoute 17 puis on soustrait 15, al$ )
onlenote:+17—-15=+2;

Si a un nombre on ajoute 2017 puis on soustraiTy, Mwesdn ajoute 2000 a ce nombre :
on le note : + 2017 — 17 =+ 2000 ;

Remarque, pour gagner du temps, ['une rdses peut étre remplacée par

e +2017 17 = ... + 2000

oud¥ 2 a ce nombre :

Etape 4: travail de la te
commutativité

t rencontre avec un élément technologique : la

On continue par un entrai
dire sur des calculs °S
un deuxiéme nombre, pul

e type de calculs sur des programmes de calcul, c’est-a-
raisonnant de la maniére suivante : « si, & un nombre, on ajoute
retranche un troisiéme, cherchons quelle opération on applique

a ce premier bre ; autrement dit le programme de calcul équivalent le plus simple ». On
change I’ordg degsalculs en cours d’exercices :

+5-2= +8—-13=

+8-3= -7+4=

-2+5= -13+8=

-3+8= +4-7=

A Tissue de cette série de calculs une remarque est, en principe, faite par les éléves :
lorsqu’on change 1’ordre dans un programme de calcul, on obtient un programme de calcul
équivalent, propriété que I’on note. Ce qui conduit a consigner dans le cahier de cours, et
toujours avec la collaboration des éléves qui sont associés a définir ce qu’il sera essentiel de
retenir :
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I1. Un nouveau type de calculs

1. Exemples
+7-11=-4
-3+8=+5

2. Propriété de ce nouveau type de calculs

Propriété
Si on change I’ordre des opérations dans un programme de calcul contenant des additions et
des soustractions, on obtient un programme de calcul équivalent.

Exemples
+7-11=

1147 = ‘;:S;‘»’
3+8-
+8-3=+5 n \

Etape S : travail de la technique et nouvelles rencontres
On poursuit les exercices sur les programmes de calcul ;

-8+5= -8-8= 4
_8+8= S5+5-1= 7

5= -10-20=
—4-3= +4-4+2=

Au cours de ces calculs, plusieurs nouvgll cfhtres sont faites : deux soustractions ou
deux additions successives, des progg@ammes cgprenant trois opérations, des programmes
équivalents a 0, des programmes rs dXquels une étape donne 0. L’idée commence a
vivre que ce que I’on fait sur Ig& p s de calcul s’apparente a ce qui se fait avec des
nombres.

La reprise dirigée par le pfpfes —5+5—1=-1 permet d’écrire que 0 — 1="-1.

Celle portant sur + + X = +/2 permet d’écrire que + 2 = 2 ; soit ce que nous savons &tre
Didentification d’un posit®&§ sa valeur absolue. Celle-ci s’opére en confondant I’opérateur
« ajouter 2 » epA™nombre 2, somme de 0 et de 2.

tre, 1’écriture équivalente 0 + 2 est interprétée a partir de ce qu’elle peut
: la somme des entiers naturels 0 et 2. On explique alors aux éléves qu’en

D’ou I’institutionnalisation suivante :

Remarques :

a)-5+5-1=-1
Donc:0-1=-1
b)+4-4+2=+2
0+2=+2
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Or quand on écrit la somme 0 + 2, on sait que celle-ci est égale a 2: 0 +2 =2. On décide
alors que : +2 =2

En fait, pour symétriser N afin de construire Z, on n’a pas besoin d utiliser le signe + pour
designer les naturels qui préexistent a la construction de Z : ils permettent de le construire a
partir d’une relation d’équivalence sur N x N (cf. annexe 2) ! On pourrait donc se passer des
signes + pour désigner les positifs ; ce qui se fait d’ordinaire en mathématiques. Comme le
recours au signe +, pour noter les positifs, est en usage dans le systeme scolaire, nous avons
dil en tenir compte : ce qui constitue |'une des raisons, mais non la principale, du choix fait
de recourir aux programmes de calcul pour étudier les relatifs.

C’est désormais au professeur de dire que les entités que 1’on manipule depuis le dfbut et qui
correspondent a des opérateurs additifs et soustractifs ressemblent beaucoup a de n

Etape 6 : addition des relatifs \

Question cruciale : Si ces entités étaient effectivement des n Yest-ce qu’on
pourrait faire avec? Pour cela, recherchons ce que c’est qu’un fomyre, 2quoi ca sert, ce
qui se fait avec des nombres.

\

Cette question est la question fondamentale qui engage ensuit,
comparaison sur les nombres relatifs ; rappelons que c.
étudier les rationnels dans [’ouvrage « Rationnels el o
de Guy et Nadine Brousseau. Dans ce dernier cdf

étudier les opérations et la
ngage les éleves de CM a
dans la scolarité obligatoire »
ioflnels sont vus comme mesures
cas l’épaisseur d’une feuille de

papier. Dans notre cas, et a cet instant du || T 00t plus de mesurer des grandeurs
avec des relatifs (une mesure est toujouy poOsitivV@e le sens peut toujours étre retrouvé en
revenant a la signification premiere d’o ditif dans des programmes de calcul. On
se servira d ailleurs de ce retour er dans la suite, lorsque ce sera nécessaire,

pour établir certaines regles d mme cela a été indiqué en introduction, on

pour lequel I’extension est #

que ['ordre. Ce fil logiq ughuivi en 4° pour la multiplication et la division. On lance
donc les éleves dans [g conNtruct®n raisonnée des régles opératoires dans Z qui doivent étre
compatibles avec lés v1és qu’on leur connait dans N et dans D+. En cela nous nous

ment des propositions de la majorité des auteurs de manuels qui, soit
sans justification, soit les font constater en les montrant aux éleves tout en

les éleveYauront a affronter une difficulté de nature épistémologique : la notion de classe ou
de catégorie, dans sa version propre aux mathématiques. Il s’agit en mathématiques des
notions de classe et donc de relation d’équivalence. Dans l’'introduction, nous avons montré
que [’appui sur les grandeurs non mesurables (les grandeurs repérables), a la difficulté
conceptuelle relative aux classes d’équivalence, en ajoute une autre.

La proposition portée par le document d’accompagnement « Les nombres au College », en
choisissant de se placer dans le cadre numérique et non pas dans celui des grandeurs, n’est
pas trés éloignée de la notre : les relatifs sont des nombres qui rendent la soustraction
toujours possible. En utilisant de manieére implicite la connaissance en acte de la régularité
de tout nombre pour la soustraction, ce document suggere, page 8 : « Ainsi, si on s’intéresse
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a 3,7—10,8, on peut écrire : 3,7— 10,8 = 0— 7,1 (on a soustrait 3,7 a chaque terme). Dans
cette approche, -7,1 est introduit comme notation de 0 — 7,1 et comme égal a 3,7 — 10,8, et
donc comme égal a bien d’autres différences, par exemple : 1 —8,1; 13,7 —20,8... » On voit
qu’on n’échappe pas aux notions de relation et de classe d’équivalence !

1l ne faut donc pas passer rapidement sur cette question cruciale mais, au contraire, s assurer
que sa dévolution a la classe a eu lieu. C’est-a-dire que les éleves ont compris la question,
s’en sont emparés, qu’ils savent qu’ils ’auront a traiter en grande partie seuls, sous la
direction du professeur qui ne soufflera pas la réponse, mais qui reprendra éventuellement la
main lorsqu’on butera sur une difficulté insurmontable a ce niveau. Ceci suppose que [’on
passe du temps a la travailler, avec les éleves, sans [’escamoter. La qualité de « mombre »
sera donc reconnue aux relatifs par les éleves a partir de la fonctionnalité attfbyge aux
nombres : a ce niveau de la scolarité, calculer et comparer.

Les ¢éleves disent que les nombres servent & compter (dans le sens de dénomb ce qui est
vrai pour certains d’entre eux. On évite de s’engager dans une discussfon Wy lesecimaux,
voire sur les rationnels non entiers, et on demande ce que 1’on a fai %\ ces séances
avec les nombres qui permettaient de simplifier des programmes fle Qlci™™¥nh principe, les
¢leves disent qu’on calcule avec les nombres ; c’est ce qui a ¢té obseryéglans les classes ou
les ¢éleves proposent les quatre opérations. Certains peuverf\dire ausgf qu’on compare. Le
professeur indique que l’on va donc étudier les ca les nombres relatifs en

Par exemple avec 7 et 2, peut-on calcule
de -7 et -2 2 Nous avons fait consign es écritures possibles de sommes et de
différences avec des relatifs de v absQluyd 7 et 2. Il y en a 8 en respectant l’ordre
suivant : d’abord 7 puis 2.

Les ¢éléves s’engagent tout le calcul des sommes, parfois des différences. Un
premier probléme surgit : jtures, deux signes apparaissent parfois, ce qui implique

rtaies sommes. Le professeur indique qu’on va donc travailler
’on attendra sa résolution avant de se lancer dans les calculs des

programples de calcul, qu’a un nombre on soustrait 7 puis on ajoute 2 : on trouve ainsi -5.
Pour résoudre ce cas, on s’est donc appuyé sur la notion d’opérateur dans un programme de
calcul, travaillée abondamment durant les séances précédentes.

Dans le calcul des sommes, les éléves utilisent les techniques connues sur les programmes de
calcul et trouvent le résultat exact. Par exemple, ils disent que +7 + (-2) c’est le programme de
calcul qui, a un nombre quelconque, revient a lui ajouter 7 et lui retrancher 2, donc a lui
ajouter 5, qui peut se noter + 5 ; et le raisonnement est analogue pour -7 + (-2) ou les éléves
donnent le résultat -9 en disant qu’on retranche 7 puis 2. De ce fait, il est difficile de faire
entendre aux éléves qu’un probléme mathématique se pose en ce point; a savoir que le
raisonnement qu’ils ont utilis€, basé sur les programmes de calcul, s’applique a 7 — 2 mais que
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son extension a +7 + (-2) mérite d’étre interrogée, de méme que la transformation de -7 + (-2)
en —7 — 2. Néanmoins, on s’appuiera dans certains cas sur 1’absence de distinction entre signe
+ et addition, signe — et soustraction. Cette identification est portée par la pratique, devient
routiniere, est celle qui est faite usuellement dés que 1’on maitrise les calculs sur les relatifs.

Comme indiqué précédemment, le choix de devoir écrire -7 + (-2) au lieu de -7 -2, ou
(+7) + (-2) au lieu de 7 — 2, est sans doute I’héritage d’une transposition didactique ancienne
ou I’on enseignait au Collége une construction des ensembles de nombres et donc du groupe
commutatif (Z, +). La notation a perduré dans des programmes récents de ce niveau, méme
lorsqu’elle n’est pas nécessitée par I’écriture d’un calcul et alors que ’enseignement de cette
construction a disparu. Respectant le cadre des programmes, nous sommes cpnduits a
’utiliser et, au-dela, a tenir compte des soubassements mathématiques qu’elle trangbogte avec
elle.

I1 faut maintenant s’entrainer et évaluer la pertinence des deux techniques que¥gon vient de
trouver dans des calculs du méme type que I’on contraste avec des s oyrtes deux

techniques ne peuvent s’appliquer : q

(2):-7-(2)

Consigne 5
Calculer les sommes suivantes :

4.3+ (+6,7) ;-9 + (+2) ; -4 + (+10) ; +7 + (-2) ; -7

7

Bien que les connaissances dont ils disposegt ne Waleul permettent pas, les éléves donnent des

résultats pour les sommes +7 +(-2) ; -7 angpouvoir les justifier ni les valider, mais
rencontrent des difficultés plus profondes'Wour +§ — (-2) et — 7 — (- 2). Par exemple, ils disent
que 7 —(-2) donne 5 ; T la perception du signe — et des écritures 7 et
2. Le professeur fait alors remagdu Mmrfait ¢tonnant que la somme et la différence de 7
et de -2 dans ce cas, soient t Roales a 5, puisque cela ne se produit pas dans les cas
bien connus de I’addition ctiondesentiers : 7—2#7+2 !

Quoi qu’il en soit, les lev mmencé a se rendre compte que ce qui se faisait avec des
nombres, par exem ditions, peut étre fait dans certains cas avec certains programmes

ajouter dans g#ftajns cas et on n’a pas encore vu ce qu’il en était pour d’autres opérations, ni
méme si cg )

On coMaene’cela dans le cours :

II1. De nouveaux nombres : les nombres relatifs
Les nombres négatifs, les nombres positifs, les nombres relatifs
Définition :

En mathématiques, on a décidé de considérer -1, -2, -3 ... comme de nouveaux nombres. Ils
sont affectés d’un signe « — » et on les appelle « nombres négatifs ».

Remarques :

a)On avaitvuque: -5+5—-1=-1
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Donc : 0 —1=-1.

Le nombre -1 correspond au programme de calcul « a un nombre, on ajoute 0 et on
retranche 1 »

b)On avaitvuque: +4—-4+2=+2

Donc:0+2=+2

Le nombre +2 correspond au programme de calcul « 2 un nombre, on ajoute 0 et on
ajoute 2 »

Or quand on écrit la somme 0 + 2, on sait que celle-ci est égale a 2: 0 +2 =2. On décide
alors que : +2 =2 (ce qui permet [’identification de Z.+ a N).

Définitions :

a) Les nombres entiers naturels peuvent donc étre notés avec un signe + ; on les des
nombres positifs.

r

b) Nombres positifs et négatifs sont appelés « nombres relatifs » (0bligéroig
le terme de nombre relatif est explicitement utilisé dans le programme
un signe + ou — et un nombre entier ou décimal que I’on appelle la ra

ign cela car
pnt €crits avec
he.

Remarque :

Le nombre 0 est un nombre a la fois positif et négatif (un progtynme d€ calcul ne change pas
s’il est équivalent a ajouter ou soustraire 0) : on le note pone.

Meéme si le terme de valeur absolue n’est pas q, e, nous avons décidé de ’utiliser
car il remplit une fonction de désignation bie Bien plus commode que le terme de
« distance a zéro », expression ambigué la re ou elle renvoie a plusieurs cadres
mathématiques distincts : le cadre géoNgg celui des grandeurs a partir du mot
« distance », le cadre arithmétique grtir du Aot « zéro ». A ce moment du parcours oil il
s'en avons expliqué la raison en introduction),

\
’

e x, x désignant un relatif quelconque (donc « doté » d’un signe

que [’écriture X « cache »), puis aux calculs dans lesquels figurent des valeurs absolues

notées | | Cef calculs, qui ont pu un temps trouver a vivre a travers la résolution d’équations
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Troisiéme séquence
Etablir les régles de calcul de 1a somme de deux relatifs
Durée : entre 2 et 4 séances de 55 min

Comme on I’a dit en préambule a ce document, avant d’aborder 1’entrée dans les relatifs, il est
nécessaire que les éléves aient tout d’abord travaillé la définition de la différence’ (dans N ou
dans D) qui doit étre une connaissance disponible, élément non problématique, faisant partie
du « milieu » des connaissances stabilisées, disponibles, non problématiques :

La différence des nombres a et b est le nombre dtel que a + d=b etonnote d=5b — 4.

/
La poursuite du parcours concerne désormais la question de 1’établissemdiyde s de
calcul, tout d’abord celles de I’addition. Deux voies se présentent pour CRsGOPETRgON et sont
exposées dans ce qui suit. C’est au professeur de décider laquelle con le Mmieux a la
gestion de sa classe et a la réussite de 1’apprentissage pour ses élév

1" possibilité : distinguer composition d’opérateurs et somgme de”relatifs : ou encore
distinguer 7 -2 et 7 + (-2)

Etape 1 : le professeur enseigne ce que ne peyve br par eux-mémes les éléves

Le professeur reprend la main, apreés qu’i it apParaitre le probléme mathématique...
méme s’il n’apparait pas comme un prohfeme pouNpertains éleves ! Le fait que la classe n’a
pas forcément su calculer les différence a nécessité de se pencher, d’un point de
vue mathématique, sur ce que po nt es calculs de sommes et de différences de
relatifs.

Le professeur annonce que ¢ dans un passage délicat et qu’il y a une méthode
que I’on va étudier ense . se sur une idée que 1’on aurait sans doute mis du temps
a trouver. Il s’agit en effet {’i re 0 dans le calcul de +7 + (-2).

On écrit ainsi que :
+7 + (-2)

=7+ (-2)

=7+ 0 (-

M van®yl’aller plus avant, il faut s’entrainer a écrire 0 a partir de deux nombres opposés ;
ce sontQes dombres que 1’on a déja rencontrés.

On a vupar exemple que —8+8=0,-5+5=0 et +4—-4=0. On demande aux ¢léves de
réécrire ces égalités avec des additions ou soustractions de relatifs (-8 +(+8)=0, —
5+(+5)=0, +4—(+4)=0), puis de trouver des écritures du méme type avec d’autres
nombres, et ensuite de réfléchir judicieusement afin qu’elle puisse nous servir pour remplacer
0 dans le calcul de 7 + 0 + (-2). Deux possibilités sur le choix des nombres ont une forte

% Les éléves résolvent des problémes additifs « a trous » dés le cycle 2 de 1’école primaire. Ils sont du type mis
en évidence dans la classification proposée par Gérard Vergnaud (état initial, transformation, état final) et reprise
page 57 du document d’accompagnement Le nombre au cycle 2 :
http://cache.media.eduscol.education.fr/file/ecole/00/3/Le_nombre au cycle 2 153003.pdf
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probabilité d’apparition : utiliser 7 et son opposé, ou -2 et son opposé. Ce qui donne quatre
écritures possibles : -7+ 7, +7 -7, +2 -2 et -2 + 2.

Etape 2 : recherche expérimentale d’une technique

I1 faut donc tester ces possibilités, et la classe peut €tre divisée en quatre pour cela.

7+0+(-2)=7-7+7+(-2)=7+(-2). Le probléme n’est pas résolu.

7+0+(-2)=7+7-7+(-2)=14—-T7+ (-2) =7 + (-2). Le probléme n’est pas résol
T7+0+(-2)=7+2-2+(-2)=9-(*F2)+(-2)=9-2+(-2)=T7+(-2). Leproblén@pas
résolu

T7+0+(-2)=7-2+2+(-2)=5+2+(-2)=7+(-2). Le probléme n’esppmgg 1és mais on
retrouve 5 dans 1’'une de ses étapes ; ce nombre ayant été envisagé com % Itat’du calcul,

sans qu’on I’ait prouvé.
On dresse donc un constat d’échec temporaire. Mais le professeur fait §lggs remarquer que si

0 peut étre remplacé par la somme de deux opposés, la sorige de dey,k opposés peut aussi
étre remplacée par 0°. Cette technique s’appuie sur N en amont qui consiste a
décomposer des nombres de maniere additive, par exempl , et a écrire le signe « = »
dans les deux sens ; plus particulierement de droite/% Npontrairement au sens habituel
de lecture, comme dans 0 = -3 + (+3). Soit les ¢l¢ Mnent alors sur le dernier calcul qui
donnerait effectivement 5 si I’on pouvait « se de 2 + (-2), soit il faut les engager
a répondre a :

Question cruciale : Ne peut-on pgf eXymin

maniére a faire apparaitre la s

e nouveau les quatre calculs précédents de
opposés et la remplacer par 0 ?

Le premier cas, dans lequ§l on ntre 7 — 7, ne donne rien. Il en est de méme du second.
Dans le troisieme, il os\ible due des ¢leves soient tentés de dire que -2 + (-2) donne O ; ce
que I’on peut facileme tester puisque ces deux nombres sont les mémes et non pas

opposés. Il ne pwste plus que la dernicre écriture dans laquelle, au-dela de I’écriture —2 + 2
devrait appagitre pyssi 2 + (-2) (translation du regard, de gauche a droite).

la question dont la premiére partie devrait émerger d’elle-méme dans la classe, il
r la seconde, sans doute négligée des ¢leves : 2 + (-2) est-il ou non égal a 0 ?
ui nous le prouve ?

Apparemment, certains ¢léves répondent sans hésiter que 2 + (-2) = 0. La difficulté qui surgit
est de faire vivre aupres des €léves la nécessité de prouver cette affirmation percue comme
évidente et qui, si elle est vraie, entrainerait peut-étre aussi le fait que les sommes suivantes de
relatifs opposés : 8 + (-8), 2 +(-2), 5 + (-5), etc. sont nulles, et si c’est le cas, a se demander
pourquoi. On remarque que 1’on n’avait pas a se poser ce probléme auparavant puisque la

> Cette technique s’appuie sur un travail « en amont » qui consiste a décomposer des nombres de maniére
additive, par exemple 5=3+2, et a écrire et lire le signe «=» dans les deux sens; en insistant plus
particuliérement sur des écritures moins habituelles, comme dans 0 = -3 + (+3). On a vu que la décomposition
additive est, en principe, travaillée dés le CP. On peut s’assurer qu’elle est encore disponible en 5°.
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réponse a la question faisait intervenir le retour au sens donné aux programmes de calcul :
cela était possible du fait que le premier terme de la somme était négatif — 8 + 8 devenait —
8 + (+ 8), et — 5+ 5 devenait — 5 + (+ 5), etc.

L’affirmation 2 + (-2) = 0 n’est donc qu’une hypothése que 1’on va tester et tenter de valider
d’un point de vue mathématique.

Etape 3 : un moment technologique, justifier et expliquer pourquoi la somme de deux
opposés est égale a 0

La question cruciale devient donc : Peut-on démontrer que lorsque qu’on aj un
nombre son opposé, alors la somme est nulle ? Peut-on le démontrer p 2 par
exemple ?

Une difficulté didactique surgit qui conduit a un passage délicat.

La question est « la somme 2 + (-2) est-elle égale a 0 ? ». 1l faut fran¥fo la question de

0 ? », qui conduira a répondre a la question « est-ce effectifoNent -2 &ui, ajouté a 2, donne
0?».

On transforme ainsi la question « 2+ (-2)=0?» e
trouver x qui, ajouté a 2, donne 0.

: « I’équation 2 +x =0 », donc

Par définition de la différence, définitio e end désormais puisque « planait
I’interdit » de ne pouvoir soustraire a un br&n nombre plus grand, 1’écriture 2 + x =0
signifie que x est la différence de 2 et 0. nge :x=0-2.

Ce passage apparait épistémologi

P’IREM de Bordeau
aboutissent.

["opegeur Yqui apparait dans le programme de calcul 0 — 2 a la différence 0 — 2.

Etape 4 : une institutionnalisation

On vient donc de démontrer que 2 + (-2) = 0. Il en est de méme pour 3 + (-3), 1 + (-1), etc.

Remarquons que -2 + (+2) =-2 + 2 = 0 (puisque +2 = 2), ce qui établit la commutativité pour
Paddition des opposés.

®IREM d'Aquitaine, 40 rue Lamartine, 33400 TALENCE, T¢l. 05 40 00 89 74
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C’est a partir de ce travail que [’on pourra faire noter la définition des opposés, dans la
partie « legon »

Onaétablique2+(-2)=0ectonaaussi-2+(+2)=-2+2=0.
On dit que +2 et -2 sont des nombres relatifs opposés.

Il en est de méme pour -3 et +3, -7,5 et +7,5...

Etape 5 : résolution du probléme +7 + (-2) = ?2...

On peut alors revenir au probléme du calcul de +7 + (-2) puisque : \
On était arrivé a+7 + (-2) =7-2+2+ (-2)

=7 -2+ 0 puisqu’on a démontré que 2 + (-2) =0

=7-2

Lors de la phase qui précéde, c’est bien siir le pr,

nécessaire que le professeur dispose d’un gyia %
B,

éleves et la sienne en fonction des réponses

qu¥ a repris la main. Il peut étre
mettant d’ajuster les places des
uoi qu’il en soit, on se dirige vers

une ostension assumée de la réponse, g¥eMue. nt a travers une forme dialoguée du
cours. Par contre, il sera possible de lai age de place aux éléves, parce que cette
démonstration et sa technique ont Jdig été oyfrées, lors du raisonnement similaire relatif

a la différence des relatifs.

Etape 6 : résolution de —

rdprend la main pour le dernier calcul car la technique faisant
d’opposés n’est pas réutilisée ici, bien que l’on fasse encore

De méme, le profes,
intervenir 0 comme a
intervenir le r@i&de 0 :

7+ (-2)

=-7+(0,M) quBn a posé I’écriture 0 —2 =—2
=7+ 2

Autre ca¥pdl possible :
-7+ (-2)
=-7+0+(-2)
=-7-2+2+(-2)
=-9+0

=-9

On peut désormais demander le calcul de +3 + (-5), par exemple :
+3+(-5)=+3+0+(-5)=+3-5+5+(-5)=-2+0=-2.
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INTERET ET LIMITE DE CETTE MANIERE DE FAIRE :

- Pour ce qui est de l'intérét : on a établi la commutativité de I’addition lorsqu’il s agit
de la somme des opposés. On a retravaillé et étendu la définition de la différence au
cas ou, ajoutant un nombre a un autre, on obtient un nombre plus petit que le premier
2+x=0)

- Pour ce qui est de la limite : la gestion est didactiquement délicate, risque de réduire
la place des éleves, et certains d’entre eux risquent de ne pas comprendre pourquoi
tant de « complications ». Mais faire des mathématiques, c’est parfois s affronter a
des « complications » que les autres nous font voir parce qu’on ne s’en est pas aper¢u
soi-méme...

2° possibilité : une alternative, décomposer 7 dans 7 + (-2)

Etape 1 : recherche d’une technique

Une autre facon de conduire le calcul +7 + (-2) consiste a utiliser rrait désigner
comme relevant de « D’intuition » des éléves et qui est, en Hit, jung extension qu’ils
s’autorisent de certains calculs portant sur des écritures ggtensives

mais non justifiée du point de vue mathématique (pa
solution de 1’équation 7x = 0 ou, plus tard, que 0,99

oire et écrire que -7 est
ifférent de 1).

Jent a transformer 1’écriture d’une

addition dans Z en celle d’une soustraction dan etOnner son résultat : soit 5 ou +5, qui
est effectivement le résultat convenable dany ce W« Mais une telle extension indue de la
fonction des écritures ostensives pousse p ¢léves a proposer 9 pour réponse.

9

Etape 2 : recherche d’une expli ne justification (dimension technologique)

Une discussion peut alors s ¢ les ¢éleves, dirigée par le professeur, afin d’échanger
pour déterminer la plaustfylité rghultats proposés. Au cours de la discussion, le professeur
demande la justificatign mXhéma¥ique du ou des résultats avancés et indique, si les éléves ne
le proposent pas, que eut se lancer dans une décomposition de 7 (sous-entendu en
somme). Mais d] arrive fréquemment que les éléves se souviennent et proposent cette
qu’on les ait sollicité.

¥/décomposé de maniere additive des nombres (c’était le cas pour justifier
Strait 1 a 4374 dans le calcul 4374 + 61 —62=4373 + 1+ 61 — 62), aussi

iverses décompositions de 7, comme 3 + 4, a insérer dans le calcul. Mais ils
t vite que bon nombre d’entre elles ne sont pertinentes, et finissent par proposer
5+ 2. L& nombre 2 est appelé par le -2 de I’écriture +7 + (-2) ; c’est une écriture ostensive,
qui indique un choix judicieux possible. Comme on I’a déja signalé, ce type de
décompositions est familier aux éléves car ils 1’utilisent en calcul mental depuis 1’école
¢lémentaire, et elle a déja été antérieurement utilisée comme justification.

On écritalors : +7 + (-2) =7+ (-2) =5+ 2 + (-2).

On est ensuite ramené a justifier, comme dans la technique précédente, que 2 + (-2) = 0, et
on s’engage donc dans le méme travail en suivant les étapes 3 et 4 de la 1° possibilité, qui
conduit a I’étape 5 ou I’on écrit :+7 + (-2)=7+(-2)=5+2+(-2)=5+0=5
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Etape 6 : résolution de -7 + (-2) = ?

Pour le calcul de -7 + (-2), la technique par décomposition apparait plus difficile a utiliser.
Mais si les ¢€leves conjecturent, par extension des techniques portées par les écritures
ostensives, que le résultat possible est -9, on peut recourir a la technique suivante :

-7+ (-2)=-9 +2 +(-2), car on sait que -9 + 2 =-7.

INTERET ET LIMITE DE CETTE MANIERE DE FAIRE :

- Les avantages tiennent au fait qu’on laisse aux éleves une plus grande place dans le
travail, et que la nécessité de travailler sur la somme 2 + (-2) apparait de flicon plus
« naturelle ». Le travail se déroule plus rapidement car il permet de ne pas conce tes
les difficultés sur un méme calcul, comme c’était le cas en introduisant () @gen lant
ensuite sur les opposés.

- Un inconvénient tient au fait que cette technique est plus diffic ilisd pour des
calculs dans lesquels la valeur absolue du premier nombre est infégd ¥le du second,
comme dans +3 + (-5) par exemple. Dans un tel cas, si les éleves §onj 7 que le résultat
est -2, on peut les amener a écrire : +3 + (-5) =-2 + 5 + (-5), car on que —2 + 5 = +3.
On obtient alors la justification du calcul : +3 + (-5) =-2. S
peut laisser le calcul en suspens pour le traiter plus tard,

urt a ’une ou Dautre des deux

techniques précédemment rencontrées, s ix fait par le professeur, mais qui toutes
deux font intervenir () comme addition d

10+ (-15) = -4+ (+9) =

9+(-3)= 53+ (-5,12)=

S+ (+8) = 9+ (-4)=

Outre le fait de s’entrai maigise de la technique que 1’on vient de construire et de
justifier, cet exercice g po aire éprouver que le recours systématique aux techniques

» ou sur la décomposition, est coiiteux. On a donc intérét a
observer des régularités quiwermettent de dégager la régle de calcul qui sera beaucoup plus
économique. commutativité, que I’on soupgonne en remarquant 1’égalité des résultats
obtenus e nt les termes, est admise. Mais il est possible d’en faire une
démons n epuisque 1’écriture de la technique de calcul de la somme, consignée dans
le cahi ursa contient.

Il est s Me consigner ce que 1’on vient de trouver dans le cahier de cours, aprés que I’on a
observé 5 régularités permettant de dégager une regle de calcul.

Etape 8 : institutionnalisation

2. L’addition des nombres relatifs

a. Définition : Etant donnés deux nombres relatifs, on peut calculer leur somme qui est un
nombre relatif. L opération qui, a deux relatifs, associe leur somme s’appelle I’addition des
relatifs.
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Différents cas sont possibles :

. On ajoute deux nombres positifs

+7 + (+4) =7 + 4 = 11 = +11 on obtient un nombre positif dont la valeur absolue est la
somme des valeurs absolues

. On ajoute deux nombres négatifs

-7 + (-4) = -7 — 4 = -11 on obtient un nombre négatif dont la valeur absolue est la somme des
valeurs absolues

. On ajoute un négatif et un positif

T+ (H2)=-7T+2=-5

-7+ (*+10)=-7+10=43=3

. On ajoute un positif et un négatif

+7+(-2)=7-2=5

+7+(-10)=7-10=-3 ,\

Reégle de calcul de la somme de deux relatifs

Si on ajoute deux relatifs de méme signe, leur somme est le relatif Quc sgne qui a pour
valeur absolue la somme des valeurs absolues
Si on ajoute deux relatifs de signes différents, leur somme egt le relati
celui qui a la plus grande valeur absolue et de valeur absWue la
absolues

signe le signe de
férence des valeurs

b. Deux remarques importantes
. L’addition des relatifs est commutative : on ng c
change I’ordre des termes d’une addition

. On s’apercoit que 10 + (-15)=10-15; ,
S3+(-9)=-3-9;-5+(+8)=-5+8;8
Dans une somme de relatifs, il est p
d’addition afin de pouvoir calcule

c¢. Définition : On sait que &€+ 7 que -5 + (+5) = 0, que +4 + (-4) = 0. On dit que -8
est ’opposé de +8 et queg8
Il en est de méme poyr -5 §t +5
nombres opposés.

sont deux nombres opposés, pour +4 et -4 qui sont deux

Etape 9 : trayAil de la technique

Ssomrvies suivantes :

-5 9) ; 5+(-4,9);9,8 +(-9,75) ; 9,3 + (+7,7) ; -4,5 + (+4,25) ; (+4,2) + (-7) ;
-7+ ; (-10,3) + (+10,3) ; (+10,3) + (-10,3) ; -10,3 + (+4,2) ; -10,3 + (-4,2) ;
(-7)+ (-0) + (+4,2) + (+7) ; 4,9 + (-2,6) ; (-7,65) + (+7,7) ; etc.

Calculer :

-7,25+4,39 + (-5,75) + 2,31 ; 8,63 + (-9,23) + (-10,5) + (+10,1) ;
3+7+102-5;+8+3-11;-15-3,6;-2+3-5;-6+42+0,8; etc.

On peut désormais donner aux éléves les exercices classiques d’entrainement au calcul de
la somme de deux relatifs.
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Quatriéme séquence
Etablir les régles de comparaison et de calcul de la différence de deux relatifs
Durée : entre 6 et 7 séances de 55 min

Le professeur indique qu’apres étre parvenus a additionner des relatifs, et puisqu’on cherche a
savoir si I’on peut travailler avec les relatifs comme on le faisait avec les nombres que 1’on
connaissait auparavant, on va maintenant chercher a les comparer.

Etape 1 : S’accorder sur ce qu’on entend par « comparer, comparaison »

Question : Que signifie comparer deux nombres ?

Les ¢leves ayant donné diverses réponses (qu’il y en a un plus grand ou plus petit tre)
ou des résultats qui ne correspondent pas a la question (qu’il y a des entiersiydes ux,
des relatifs, des fractions, etc.), on s’accorde sur le fait que cela consiste a déteMginer le plus
grand ou le plus petit de deux nombres donnés, ou encore a ranger e ci¥issant ou
décroissant plusieurs nombres.

Etape 2 : rencontre avec le type de tiches dans un cas simpje

Le professeur demande alors: Parmi les relatifs, sai X comparer entre eux des
nombres d’un certain type : lesquels ?

Les ¢leves se souviennent de 1’identification dgs
permet d’ordonner les positifs. On demande
desquels on peut faire noter :

X nombres arithmétiques, ce qui
cs donnent des exemples a 1’issue

On range les positifs de la méme mapigge que prgfédemment :
Exemple : +6,5 > +6,35 car 6,5 >

Etape 3 : construction de LafechmiqudPt de la technologie pour le cas de deux négatifs
Question cruciale : Quels Npnt |&autres types de nombres qui restent a comparer ?
Les ¢leves donngnt des exenples de couples de négatifs ou de couples constitués d’un positif

et d’un négaty# g professeur décide qu’on va étudier tout d’abord le cas de deux négatifs, par
exemple - a Yuestion devient : quel est le plus petit (ou le plus grand) de ces deux

ces qu’aprés quelques temps de réflexion, les éléves recourent a 1’analogie a
partir eurs éventuelles connaissances anciennes qu’ils transposeront : températures, dates
avant J-(, ascenseurs, niveaux sous la mer, pertes... Mais certains disent que -9 est le plus
grand. Il y a alors un débat vite tranché, par exemple par le recours aux températures.

La question qui arrive, et qui est portée par le professeur, est alors la suivante : Comment
peut-on étre mathématiquement certain de la validité de la réponse que l’on donne ?
Comment prouver, avec des mathématiques, la validité de ce que ’on avance ?

Les ¢leves cherchent, et une grande partie d’entre eux ne trouvent pas. Néanmoins, tres

souvent, un ¢€léve propose d’ajouter le méme nombre aux deux nombres a comparer afin
d’obtenir des positifs car ce sont des nombres qu’on sait comparer, par exemple :
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O9<-Tcar-9+10=1<-7+10=3.

1l est difficile de savoir d’ou vient cette connaissance en acte (I’écart ne change pas quand on
ajoute le méme nombre aux deux autres) de la compatibilité de la relation d’ordre avec
I’addition. On peut formuler deux hypotheses. La premiére est le recours a des techniques
numeriques que les éléves ont travaillées en primaire, et qui relévent de la décomposition
additive des nombres. Ces savoir-faire sont enseignés et appris des le CP. Par exemple :
«19<22 car d’une part 19=7+ 10+ 2, d’autre part 22=7+10+5 et 2<5». La
seconde est la conversion possible, vers les mathématiques, d’'une réalité sociale
expérimentée ou évoquée. Si un enfant A est plus petit qu’un enfant B, lorsque les deux
montent sur une chaise de méme hauteur, [’ordre ne change pas : l’enfant A restf plus bas
que [’enfant B.

Siun ¢leve indique 1’une de ces techniques, alors évidemment, le professeur s’apfgie sur cette
proposition. Il s’en sert afin que cet éleve I’enseigne a la classe. Cefi sRgro parfois,
comme on a pu l’observer. Dans le contraire, le professeur indiquesal® ne technique
consiste a se ramener a quelque chose de connu sur la comparaison

Questions : que connait-on déja sur la comparaison des
nous aider ? On attend évidemment que les éleves ré
positifs. Ce qui induit la question : Comment pourrait-on
a partir de -9 et -7 ?

bres rdatifs et qui pourrait
ue 1’on sait comparer des
ramener a des nombres positifs

Les ¢leves recherchent, tatonnent et peut-étr al outer. Le professeur rassemble les
propositions émises par les uns et les autrpat, Sgela n’est pas apparu dans les propositions
des ¢éléves, propose de trouver un no a aPuté a -7 et a -9, donne deux sommes

positives afin de pouvoir les comparcgal equel chpisir ?

Les ¢leves décident sans trop d
exemple 10.

Onaainsi:-7+10=3¢
le résultat conjecturé par ¢

ue ce nombre doit étre supérieur ou €gal a 9 ; par

9

Etape 4: maitrise de
d’addition

chnique qui vient d’émerger et travail de la technique

On peut A0Ys uM§seyette technique pour comparer -1,5 et -1,35, etc., -0,43 et -0,58.

ticrginsi une validation des résultats tout en faisant travailler d’une autre maniére la
somm®ges XKlatifs et la notion d’opposé (puisqu’il faut que le nombre ajouté soit supérieur a
solue du plus petit des négatifs).

Etape 5 : extension de la technique pour « tous » les entiers négatifs
Nouvelle question : Qu’en est-il pour les autres entiers négatifs : par exemple pour les
entiers négatifs fabriqués avec 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 ? Peut-on les ordonner, c’est-a-dire

les ranger dans ’ordre croissant ?

On applique de nouveau la technique par addition qui permet la vérification d’un ordre déja
conjecturé, et qui peut s’écrire : -10 <-9<-§<-7<-6<-5<-4<-3<-2<-1.
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Etape 6 : institutionnalisation

Etant convaincus que le plus petit de deux négatifs est celui de plus grande valeur absolue, on
en conclut que ’on sait désormais comparer deux négatifs, quels qu’ils soient. Ce que le
professeur peut institutionnaliser de la maniere qu’il décidera de choisir, par exemple en
écrivant que :

Le plus petit (respectivement le plus grand) de deux nombres négatifs est celui qui a la
plus grande (respectivement la plus petite) valeur absolue

Exemples :
-94<-91car9,4>9,1
-8,02 > -8,2 car 8,02 < 8,2

Etape 7 : construction de la technique pour un négatif et un postif

La question qui demeure et qui vient naturellement des ¢levés Wt désorfhais : Comment faire

pour comparer un positif et un négatif ?

Des ¢leves peuvent vouloir mettre en ceuvre la teg
pour -9,5 et +3,01, puis -4,9 et +6,2 ; etc. D’aptrdQ p
toujours inférieur a 0 (exemple des températ CYQlRS

les positifs sont tous supérieurs a 0. D
classe :

ddition du nombre adéquat »
t émettre I’idée qu’un négatif est
toujours inférieur a un positif, car
uvrent ainsi selon ce que propose la

Voie 1 : Est de fait institutionnalj
facon a comparer deux nombr

tre part, ou qu’ils comparent les nombres deux a deux sans rangement
possible qu’ils s’apergoivent alors qu’un négatif est toujours inférieur a

On sa ja que 0<1<2<3<4<5... La question qui se pose maintenant est donc celle
du lien efltre ces deux suites ordonnées de relatifs. Une fois encore, il y a des chances que les
¢léves sachent ou conjecturent que -1 < 0. Cette connaissance reste a démontrer d’un point de
vue mathématique. On utilise de nouveau la technique, par exemple en ajoutant a -1 et 0 le
nombre 2. Cecidonne : -1 +2=1et0+2=2.0r1<2, donc -1 <0.

Voie 2 : Partant de la conjecture émise par les €éléves qu'un négatif est inférieur a un positif, la
question qui demeure est celle de sa preuve. Les éléves ayant déja ordonné les entiers négatifs
compris entre -10 et -1 et connaissant 1’ordre sur les positifs de 1 a 10, la question devient :
Que suffirait-il de prouver pour étre certain que les négatifs sont tous inférieurs aux
positifs ?
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I1y alors des chances que 1’idée vienne de comparer -1 a 0. On revient alors a la technique par
addition, par exemple de 2, utilisée a la fin de la voie 1 : -1+2=1et0+2=2. Or 1 <2,
donc -1 <0.

Etape 8: Institutionnalisation : « un négatif est toujours inférieur a un positif » et
conséquence sur ’ordre

Remarques :
- Tout ce qui précede repose sur l’extension postulée a Z de la compatibilité de [’ordre
avec [’addition dans N. On [’étend ensuite a D.
- Le professeur peut ou non faire écrire, selon son gré, des regles de compafaison des
relatifs.

Un nombre négatif est toujours inférieur a un nombre positif. \
Exemples : Q
-3<1;7>-10;-0,0001 <0 W
Conséquence :

des lors, on peut écrire :
<7 <6<-5<4<3<2<-1<0<1<2<3<4I5K06<7<...

ou encore :
. <A10<-9<-8<-T<-6<-5<-4<-3<-2<,-1

et notamment, la technique de con
On donne donc des exercic

1-6,2;-41;6;+2,1;-5;+0,1.
t:-2,1;-2,11;2,001;-2,01;+2,02;-2.

de la formaliser pour étre comprise de tous si elle a été évoquée par un ou
rofesseur pose la question :

Questior’? cruciale : on a vu en 6°, comment repérer un point sur une demi-droite. Est-il
possible de repérer un point sur une droite ?

On revient d’abord au tracé d’une demi-droite graduée sur laquelle on fait placer des points et

déterminer leur abscisse et ou, a partir d’'une abscisse donnée, on place le point. C’est en
principe une connaissance disponible :
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Question : comment faire pour graduer la demi-droite opposée ?

Ainsi arrive la droite graduée... que les éleves tracent de -10 a +10, par exemple, en utilisant
les entiers.

Le professeur demande alors de placer des points dont 1’abscisse est décimale non entiére sur
cette droite graduée, par exemple : 4,5 ;-3,4;-3,6;-4,5;+7,1 ;+7,5;...

Question cruciale : pourrait-on calculer la distance entre deux points Ryr oite
graduée connaissant leurs abscisses, par exemple entre les points d’abscisseNgd,5 et +7,5
quand on n’a pas la représentation des points sur la droite graduée ?

On simplifie la question en commengant a travailler sur les points § ab¥cisst¥4,5 et +7,5 qui
viennent d’étre placés sur une droite graduée :

A B
‘ . . . . ™ . [] . . a . . . s . . . X
X 45 0 # +18
Les ¢éleves mesurent ou calculent et trouvent 15 Qi justifier leur résultat par le calcul.

(re [yvaleurs absolues des abscisses.
s [ Pdistance d’un point d’abscisse donnée
que des programmes ont désigné sous

C’est I’occasion d’identifier la valeur a
d’une droite graduée a son origg
I’appellation... « distance a zéro »,

On en déduit, a partir d’autygh e v que dans le cas ou les abscisses des points sont de
signes contraires, alors ongjo eurgvaleurs absolues.

Question : Peut-on méine pour des points ayant d’autres abscisses, par exemple
d’abscisses 4,5 et 7,5 ?
Pa

- - - - - X

0 +1 +4.5 +7,5

Les éMgs Pt de méme : mesure ou calcul. On demande de nouveau une justification par le
calcul et Y€s éleves répondent 7,5 — 4,5 ou 7,5 — (+4.,5).

On en déduit, a partir d’autres exemples, que dans le cas ou les abscisses des points sont
positives, alors on soustrait leurs valeurs absolues.

Question : quel est le cas restant a examiner ?

Les ¢léves proposent le cas ou les deux abscisses sont négatives, par exemple, -4,5 et -3,4
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45 -34 O +1 X

Les ¢leves font de méme : mesure ou calcul. On demande de nouveau une justification par le
calcul et les éleves répondent 4,5 — 3,4.

X

On en reste en ce point tout en regrettant que n’existe pas une relation unique pour tous les
cas, mais qu’il faille distinguer entre 1’addition et la soustraction selon que les abscisses sont
de signes contraires ou de mémes signes.

Etape 10 : travail des techniques de calcul de la distance de deux points sur oite
graduée

Remarque : une fois connue la technique de soustraction, il est possi \ revir sur la
question d’une technique plus générale de calcul, en enseignant p. que le calcul
de la distance de deux points revient a calculer la différence de Iefirs ¢s. Soit, comme
[’écrivent les manuels, « la plus grande moins la plus petite,» ou soi}, ghus simplement, la
valeur absolue de la différence des abscisses, ce qui évite d’aQir au p¥ealable a déterminer
la plus grande des deux.

Reprise de la recherche de possibilité d’opératio tifs : cas de la soustraction

Une nouvelle question est amenée par 1 0 / Aprés Daddition et Dordre, la
soustraction est-elle une autre opération ib ec les relatifs ?
Par exemple, en revenant aux questions : vErtes depuis I’étude de I’addition, peut-on

calculer la différence de +7 et +2, de -7 et -2 7 On se souvient que 1’on avait buté

dans N @¥and celle-ci est possible.

Dans le cas ou la valeur absolue du premier nombre est inférieure a celle du second, on
recourt aux opérateurs : +2 — (+7) = +2—7: a un nombre on ajoute 2 puis retranche 7, ce
qui revient a lui soustraire 5, noté -3.

De méme, une justification analogue permet d’écrire : -7 — (+2) =-7—-2=-9.

Etape 2 : recherche d’une technique et de sa justification dans le cas de deux négatifs et
dans celui d’un négatif soustrait a un positif
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Le probléme est plus délicat pour les calculs de +7 — (-2) et -7 — (-2). On peut attendre des
propositions d’¢éléves, mais a ce stade, il parait difficile qu’ils puissent les justifier a partir des
connaissances dont ils disposent.

1" voie :
Neéanmoins, nous avons pu observer un ¢léve qui a raisonné ainst :

«+7—-(*2)=T7-2=5, donc -7 —(-2), qui est son oppose (car il suffit de calculer la somme
des deux nombres +7 — (+2) et -7 — (-2) pour s’apercevoir qu’elle est nulle), est égal a -5.

Il en est de méme pour -7 — (+2) et 7 — ( -2) qui sont opposés.

Comme on sait que -7 — (+2) =-7—-2=-9, il en résulte que 7 — (-2) =9 »

2¢ voie :
Apparait, dans certaines classes, I’idée de revenir a des soustractions que I’ofgait faire en
ajoutant le méme nombre aux deux termes de la différence. Cette idée éiferg i
la technique élaborée pour parvenir a comparer deux négatifs. C’
didactique de la proximité temporelle que nous avons choisie entfe oNire
soustraction, dans ce PER’.

Ainsi, des €léves proposent-ils, en acte, de s’appuyer sur |
I’addition dans Z, en évoquant le fait que 1’écart ne chan
aux deux termes de la différence.

Par exemple : +7 — (-2) = [+7 + 5] - [(-2) + §] =1 @ 1
et-7—(-2)=[-7+10] - [(-2) +10] =3 — (+8 —

Cette technique, judicieuse, est ensuite trigvails r d’autres valeurs des nombres. On peut
vérifier sa validité¢ dans les cas ou Jaon savait Jalculer la différence : deux positifs, et un

it d’abord puis

w2ularitée tout élément pour
on ajoute le méme nombre

-

positif soustrait a un négatif.

La difficulté¢ apparait lorsgg on)souirte la transformer en une technique plus simple :
I’addition au premier nonyre “opposé du second.

3° voie :

Des éléves, souvent, tentc®de décomposer additivement le premier nombre, comme cela
avait été fait lgfsqu’on cherchait des techniques de calcul des sommes. Le probléme qui surgit
et que ’on ver dans la 4° voie, tient, par exemple sur les calculs 7 — (-2) et -7 — (-2), a
raitre le nombre -2 a partir de 7 et de -7.

Il est donc nécessaire de laisser les €léves chercher pour s’engager dans diverses tentatives,
puis proposer des réponses.

Une solution consiste a laisser vivre la 2° voie qui permet d’obtenir le calcul de la différence,
et s’appuyer sur les résultats obtenus qui donnent le nombre (9 et -5 dans ces exemples) a
utiliser pour obtenir les décompositions additives recherchées.

Onaainsi: +7—(-2)=9+(2)—(-2)=9+0=9 et -7 —(-2) =-5+(-2) = (-2) =-5+0=-5

7 Cette proximité n’est pas fortuite si I’on se référe a I’organisation mathématique. En effet, on peut définir la
relation d’ordre < dans Z de la maniére suivante : n < m < n + opp.(m) € Z.
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4° voie :

Si on a choisi de faire intervenir 0 pour I’établissement du calcul des sommes, les éleves
essaient cette technique, comme cela a été fait avec I’addition, en introduisant des sommes du
type 2 — 2 dans le calcul, mais cela n’aboutit pas.

En examinant ces deux calculs qui posent probléme, le professeur peut faire mettre en
¢vidence leur différence de nature par rapport a ceux qui précedent; ce qui amene a la
question suivante : Comment faire pour calculer la différence d’un nombre relatif, qu’il soit
positif ou négatif, avec un autre qui est négatif ?

Deux possibilités peuvent advenir a partir du moment ou les éléves sont co du
probleme. Soit ils se souviennent que face a une difficult¢ comme celle-ci, régcon eux
fois pour I’addition, on a introduit le nombre 0 dans le calcul, mais ne parvl§gnent pas a
mener a bien 'utilisation de cette idée. Soit ils ne I’évoquent pas et c’e N fesPur qui les
guide vers la technique déja utilisée pour résoudre le probléme e [ recherche du
principe du calcul de la somme, en la leur rappelant.

e de la¥Onctionnalité¢ du 0 : a
le calcul de 7 — (-2) ? Ou
elle et pourquoi celle-la ? C’est
ction de la réponse que 1’on

Quelle que soit I’éventualité, la question qui vient ensuite est’C
quoi cela sert-il d’introduire 0 dans le calcul, par exe
encore, 0 va étre sans doute remplacé par une somme, I
donc vers un élargissement de la place des éleves 0
se dirige désormais.

La réponse attendue des éléves voudrait q on Myserve de 1I’opposé de -2 ; par exemple, que
I’on écrive 0 =-2 + (+2). 1l s’agit de faife diggmteMes ¢leves sur le choix le plus judicieux
pour arriver & mener a bien le calcylade ) par exemple. La réponse consiste a dire
qu’insérer 0 va servir a calculer a donc¥u’il va falloir utiliser la somme de -2 et de son
opposé ; il va donc falloir disgager WUl enoisir entre 1’écriture -2 + (+2) ou bien I’écriture
2+ (-2).
Une question surgit enco

Le profey®eur doit accompagner ce passage, non trivial, puis accompagner peut-étre celui qui
consiste a dire que, si @ -2 on soustrait -2, on obtient 0.

Si on choisit d’écrire : +7 — (-2) =7 + 2 + (-2) — (-2), le seul point délicat, méritant peut-&tre
un accompagnement par le professeur, est celui qui consiste a dire que, si @ -2 on soustrait -2,
on obtient 0.

Une autre technique consiste a ajouter 0 en tant que dernier terme de la somme :

+7 - (-2)
=7-(-2)+0

41



=7-(-2)+(-2) +(+2)
=7+ 0 + 2 (car on soustrait -2 puis on ajoute -2)
=9

C’est, ici encore, un passage délicat et il y a de fortes chances que ce soit le professeur qui
I’indique : car il faut a la fois que le regard se déplace du bloc des deux derniers termes vers
celui constitué du second et du troisieme, et que I’on accepte que soustraire d’abord puis
ajouter ensuite le méme nombre donne 0 (alors que traditionnellement, on ajoute d’abord,
puis on soustrait). Lors de cette phase, la place des ¢léves risque d’étre de nouveau réduite, le
professeur reprenant la main. Néanmoins la place des éleéves s’est élargie par rapport a ce
qu’elle était au moment de 1’addition. Elle s’¢largira encore lors du calcul suivant df -7 — (-2),
puisque les €léves pourront s’appuyer sur la technique d’introduction de 0 qui a été trée
trois fois déja.

On a donc résolu le probléme que 1’on se posait dans un cas : celui df cd
C’est maintenant aux éléves de le résoudre par eux-mémes, sans 1’
deuxiéme cas, celui du calcul de -7 — (-2) ; le professeur pouvant sulefen
utilisera la méme technique.

De méme :

-7-(-2)

=-7-(-2)+0

=-7—(-2) +(-2) +(+2)

=-7 + 0 + 2 (car on soustrait -2 puis on ajoute -2)

1 dP*H7 — (-2).
N:sseur, dans le
diquer que 1’on

Donc :

7-(2)

=742

=-5

Quelle que soit la voie choig®, i ssaire de faire éprouver par les éléves la technique
qui a été trouvée. Aussi, tinuent-ils seuls a utiliser cette technique dans d’autres

10— (-15)= 3-(9)= -4 —(+9) =

9-(3)= 8—(-5)= 53—(-5,12)=

S5-(+8) -15-(+10) = 9 (-4)=

La forRy e cd exercice est encore, parmi celle d’entrainement, de montrer que 1’on a
intodgt 2 tver une technique plus économique que celle du passage par 0, de montrer aussi
la no utativité de la soustraction. C’est alors au professeur d’énoncer la régle qui

apparaitt qui consiste a ajouter au premier nombre I’opposé de second.

On peut évidemment la justifier en utilisant le fait que tout élement est régulier pour
I"addition dans Z ; encore faut-il le savoir !

On développera ce point dans le PER sur les équations en 4° a partir de la définition de
légalit¢ :a=b<a-b=0<a+tc-b-c=0<a+tc—-(b+c)=0<a+c=b+c

On peut étre tenté de se servir de cela en pariant sur une connaissance en acte disponible
chez les éleves. Cela suppose de revenir a la définition de la différence de deux nombres, et
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aussi, comme la soustraction n’est pas commutative, de ne pas se tromper dans [’ordre
d’écrire :a + d = b signifie que d est la différence b — a.

Or, pour les éleves, transformer 7 — (-2) en faisant apparaitre une somme, risque d’étre écrit,
en suivant le sens de la lecture de gauche a droite : 7 +d = -2 au lieude -2 +d =7 !

Nous n’avons donc pas fait le choix de suivre cette voie pourtant mathématiquement correcte.

On consigne dans le cahier de cours :

3. La soustraction des nombres relatifs

Définition : Etant donnés deux nombres relatifs, on peut toujours calculer leur diff qui
est un nombre relatif. L’opération qui, a deux relatifs, associe leur différefyg s’ c la
soustraction des relatifs.

Régle de calcul de la différence de deux relatifs Q

Pour calculer la différence de deux relatifs, on ajoute au premier I’dppo¥ du Second.

Ou encore, selon la formulation de certains programmes : poyr soustrdirglun nombre relatif,
on ajoute son opposé.

Exemples :
10-(-15)=10+15;-9-(-3)=-9+3;-3—-(-9) 5 =8 +5.
+7-(+2)=7-2=7+(-2);-5-(F3)=-5-35 -1

Deux remarques importantes
10— (-15)=25et-15—- 10 =-25; la sous ) St pas commutative
9 — 11 =-2; la soustraction est toujo ossible

De la dernieére des remarqudg ngdh upeyuestion : Pourquoi la soustraction n’était-elle pas
toujours possible lorsqidon cghnaissait pas les relatifs ? Dans quels cas cela se
produisait-il ?

La réponse attepdue des ¢ldves est que si le nombre a soustraire était plus grand que le
premier nompfe, Ja soustraction était impossible. Ce qu’on note: « Si a > b alors on ne

Le tes s exemples précédents aboutit a écrire des résultats du type :

3 <5 alors 5 — 3 =2 positif
4 > 2 alors 2 — 4 = -2 négatif

Les ¢éléves peuvent se convaincre de ces résultats en complétant le tableau suivant, ce qui leur
les conduit aussi dans un moment de travail de la technique du calcul de différences :
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a b b—a a<boua>b
+0,1 +0,15

+7 +6,3

-5 +3,2

-3 -5,8

+11,45 | -10

-0,75 -0,5

On conclut alors que :

- Si a > b alors a — b est positif

Etant donnés deux nombres relatifsa et b : Q ’
- Si a < b alors a — b est négatif ﬁ/

Exercices A PROPOSER

Parmi les exercices d’entrainement sur la n certain type d’exercices est
intéressant afin d’aller vers la résolution £ que ’on rencontre a travers la
recherche de la différence de deux nomb ¢ d’exercices facilite ensuite la mise en
place de techniques permettant la résoluti gy 2 1%0ns (la transposition).

Dans I’écriture d + (-4,8) =%0,4, t la différence de -4,8 et -0,4, donc d = -0,4 — (+4,8).

Déterminer les valeurs de ns les différents cas suivants :
6,3+d=2,9; -1,7)=-24;,-53=d+(-2,8);d+3,26=2,14,0,0101 +d= 1,101 ; etc.
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Cinquieme séquence
Etablir les régles de calcul du produit de relatifs
Durée : entre 6 et 8 séances de 55 min

On décide de se placer immédiatement dans D. En effet, dans Z, la premiére rencontre avec le
calcul d’un produit du type « un positif fois un négatif », n x (-m) avec n et m entiers naturels,
peut déboucher sur la technique recourant a la somme suivante : (-m)+(-m)+ ...+ (-m).

ntermes

C’est-a-dire sur I’extension a Z d’une définition de la multiplication dans N qui s’appuie sur
I’addition itérée, tel que cela a pu €tre enseigné aux ¢éleves a I’école ¢lémentaire. Ce ne serait
pas un probléme si cela ne le devenait au plan didactique, et donc au
apprentissages, dans la mesure ou cette définition n’est guere opératoire que dans
retarde le recours a la distributivité. On sait en effet qu’elle se constitue sou

difficile de faire vivre la multiplication de deux décimaux comme une
recourir a des multiplications et divisions par des puissances de 1 de mmencer par
re non entiére
du produit recherché. L’usage de la définition initiale basée syr 1’additi evient impossible
lorsqu’il s’agit du produit de deux irrationnels comme, par e eau du College, des

produits du type 2 x /3. Autant donc éviter de faire rexg es €leves, des la rencontre

Aussi, les considérations qui prgggdent nops conduisent a décider de faire vivre

@ Btribuj

dans D= ¢/, en engageant lg a rcchercher comment enlever la problématicité des
calculs de produits dans Dt P, comme c’est souvent le cas des propositions des
manuels, tout d’abord dand Z, W&is epBuite dans D.

Etape 1: Premie tre avec la problématicité du calcul du produit de deux
relatifs et exployation du tyPe de taches relevant de cette problématicité

1" voie

Le choiydg dé onsiste a replonger les ¢éléves dans des calculs sur les relatifs, au cours
des rencantre le produit d’un positif par un négatif comme probléme que I’on aura a
ré e.

On pr onc, a titre de reprise de ce que 1’on a appris sur les relatifs, des calculs du fype

des suivdits, a effectuer mentalement, sans la calculatrice, a raison de quelques minutes en
début d’heure, avant de passer a autre chose :
- Sommes algébriques : 35—-17;23-48;-54+9,2;10,7-12,2;
- Parentheses et sommes d’opposés : -3 —-(5-2);-3+(5-2);(-1,1-2,2)-3,3;
-1,1-(2,2-3,3); 1,5+(7-8,5);(1,5+7)-8,5;(-1,6-0,8) +2,4;-1,6-0,8 + 2,4
- Produits (comme on a, auparavant, calculé¢ des sommes algébriques en respectant les
priorités des parenthéses, il y a une forte probabilité pour que les éléves continuent
dans les calculs suivants, d’autant que développer engage dans des calculs quasiment
impossibles a mener « de téte ») : 5,1 x (-2,3 +12,3) ;2 x (4,8 +5,4) ;
(-6,5+9,5)%x9,1;(84+1,6)x(-11,2+15,4);(-1,8 +7,8) x 999.
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2¢ voie

Il peut paraitre étrange aux ¢éléves de reprendre les calculs sur les relatifs qu’ils
« connaissent » déja ; les « révisions » ne sont guere appréciées et il a été montré depuis fort
longtemps qu’elles sont de peu d’efficacité... Dans ce sens, emprunter la 1 voie peut
apparaitre comme une perte de temps, aussi bien pour les €¢léves que pour le professeur. Aussi
peut-on directement engager les éléves dans la démarche suivante de laquelle émerge le
probléme, bien que les éleves ne I’identifient peut-étre pas tout de suite ; ce sera alors au
professeur de le leur montrer.

I1 s’agit de proposer de calculer mentalement des produits du type des suivants :
51%x(-23+12,3);2x(-4,8+54);(-6,5+9,5%x9,1;(84+1,6)x(-11,2+ 15,4
(-1,8 + 7,8) x 999.

Ces calculs, qu’il est possible d’effectuer en tant que produits de nomb ques — ce
que les €leves savent faire puisqu’il y a eu identification des positifsg Jurs absolues —
attirent leur attention sur la nécessité d’effectuer tout d’abofd mes dans les
parentheéses.

On passe alors au calcul : 3,8 x (4,7 —14,7) = 3,8 x (- 10,

Il est bien possible que certains éléves ne voient vrité du calcul ni sa difficulté,

médiatement pour résultat -38 ou

donné et d’indiquer que la classe est fac u probléme, par comparaison avec les
calculs précédents.

On passe alors a ’écriture des c écedents afin d’observer ce que 1’on faisait. Ils se
ramenaient tous au calcul d

décimaux arithmétiques ; ayg§
précédentes. Le produit , quant a lui, d’un tout autre type.

Ce qui débouche estion : « Comment calculer et justifier le produit de deux
nombres relatifs (on peut aussi écrire 3,8 comme +3,8) ? » Dans ce cas particulier :

confrfonté a une question large Q : « Comment calculer et justifier le produit de
relatifs ? » C’est au professeur de faire travailler cette question par les éleves,
ce qu’elle se décompose en Q; : « Comment calculer et justifier le produit d’un
positif e¢d’un négatif ? », en Q, : « Comment calculer et justifier le produit d’un négatif et
d’un positif ? » et en Q3 : « Comment calculer et justifier le produit d’un négatif et d’un
négatif ? »

De telles questions sont a écrire au tableau, afin que chacun voie et puisse identifier le
probléme nouveau face auquel on se trouve et que I’on va travailler désormais.

Le champ des réponses données par les €léves est ouvert ; on les recueille. Il est possible que
les réponses soient données « au hasard », «a Dintuition », et srement sans aucune
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justification mathématique. C’est donc au professeur qu’incombe alors la nécessité de
replacer les €léves dans le cadre d’ou a émerg¢ le probleme : calculer 3,8 x (4,7 — 14,7).

Une nouvelle question apparait. Q* : « peut-on inventer des exemples de calculs du type
« un nombre a multiplier par une somme ou une différence », qui aboutiraient a écrire les
produits d’un positif par un négatif, d’un négatif par un positif, de deux négatifs ? »

Le recensement et le classement selon le type auquel appartiennent les exemples donnés sont
notés au tableau ; on choisit alors d’étudier quelques exemples pour chacun de ces types.
L’intérét de ce travail réside dans la conservation de 1’écriture sous forme du produit par une
somme algébrique, par exemple 3,8 x (4,7 — 14,7), qui évite d’étre immédiatement confronté a
des calculs du type 3,8 x (- 10) a partir desquels s’est perdue, parce qu’elle n’est pjius visible,
I’idée de distribuer 3,8.

Etape 2 : Recherche de la résolution du probleme posé par le prodgit d ositif et
d’un négatif (ébauche d’une technique), question Q;, et constructio vivbnnement
technologique

On divise la classe en trois ou quatre groupes ; chacun des grgupes s’enpgfcant dans le calcul
d’un exemple différent relevant du type « produit d’un positif ph\g un nédatif ».

type m x (n — p), avec m, n et
p décimaux arithmétiques et p > n, et non pas m -p)Y, sous peine d’étre confronté,
aprés développement, au produit d’un posjtif négatif m x (-p), qu’on ne sait
évidemment pas calculer, puisque c’es i I’objet de cette étape; ce qui
aboutirait a une impasse.

On travaille par exemple sur 3,8 x 14,
ne proposent aucune piste d’atta
contrat didactique qui veut SS

pour les avoir étudiés antéri

est possible que les éleéves soient bloqués et
. Le professeur peut alors rappeler la clause du
utils dont on dispose soient ceux que 1’on connait
els sont ces outils ?

nés Faddition, la soustraction et I’ordre sur les relatifs, ainsi que
la distributivité de la i cation sur la soustraction. Le professeur propose alors, dans ce

On établj
étend €n

38x(4,7-14,7)=3,8 x4,7—-3,8x 14,7=17,86 — 55,86 =-38, qui
la distributivité de la multiplication par rapport a I’addition dans .

u’a-t-on établi a issue de ce calcul ? » On attend des ¢léves qu’ils disent que
“¢tablir par le calcul et le raisonnement que 3,8 x (-10) = +3,8 x (-10) = -38.

Ce résultat est confirmé sur les deux ou trois autres exemples traités par les autres groupes
d’¢leves. On fait établir et énoncer par les éléves la régle de calcul : « le produit d’un positif
par un négatif est le négatif qui a pour valeur absolue le produit des valeurs absolues ».

Ce qui permet de faire noter sur le cahier des éléves :
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Multiplication des relatifs
I. Calcul du produit de deux relatifs

1°/ Produit de deux positifs

Le produit de deux nombres positifs est le nombre positif qui a pour valeur absolue le produit
des valeurs absolues de ces deux nombres

Exemple : (+12,4) x (+10)=12,4 x 10 =124 =+124

2°/ Produit d’un positif par un négatif

Le produit d’un nombre positif par un nombre négatif est le nombre négatif qui a eur
absolue le produit des valeurs absolues

Exemples : 3,8 x (-10) =-38 ; +4 x (-2,5)=-10; 0,01 x (-12) =-0,12 ...

Eneffet : 3,8 x (-10)=3,8 x (4,7-14,7)=3,8x4,7-3,8 x 14,7=17.8 6 =*~38

+4 % (-2,5)=+4x(0-2,5)=4%x0-4%x25=0-10=-10

0,01 x (-12)=0,01 x (10-22)=0,01 x 10—0,01 x 22 =0,1 — 0,220=-}12,

Par exemple, pour prouver
« 2,5 x04+ 25 x(-0,4) 72
Donc 2,5 x0,4 + 2,5 x (-04) =
produit des valeurs 1ex ».

On peut remarquer que ler cette somme nulle donne directement le signe et la valeur
absolue du prgdhit d’un positif par un négatif ; et donc qu’on aurait pu engager tout de suite

les éleves fte voie, ce qui nous aurait épargné toute la partie relative au
deévelopp, oduits qui précede. S’il y a sans doute un avantage mathématique a
cela, n handicap didactique. Car qui, parmi les éleves, peut avoir l’idée de
cal, roduit nul pour obtenir le produit d 'un positif et d 'un négatif ?..

La meRgode Y5t tres artificielle et il y a fort a craindre que la place laissée aux éléves soit tres
réduite. Yetablissement de la réponse est alors toute entiere confiée au professeur; c’est
exactement le contraire de ce qui est recherché! Une telle « démonstration », que le
professeur fera lui-méme en sollicitant pour cela, dans le meilleur des cas, quelques éleves
pour de banales taches calculatoires, peut-elle entraine-t-elle [’adhésion de la classe ?...

Des exercices suivent relatifs aux calculs de produits d’un positif par un négatif et que 1’on

effectue sans recourir au passage par la distributivité : 2,5 x (- 0,4) ; 0,1 x (-2,5) ; 10 x (-0,2) ;
+1,6 x (-0,3) ; (+4) x (-10,8) ; -2,3 x 5,8.
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Etape 3 : poursuite de I’exploration des taches problématiques sur les produits de deux
relatifs, exploration des techniques et technologies

1. Ce dernier calcul, -2,3 x 5,8, est effectué par la plus grande partie des éleves sans
remarquer qu’il est de nature différente des précédents. Si c’est le cas, le professeur attire
Dattention des éléves, qui sont tentés d’affirmer la commutativité sans plus de fagon, sur ce
nouveau calcul. De nouveau, le professeur insiste sur la nécessité de 1’établir et demande
comment faire.

Pour trouver le produit d’un négatif par un positif, les éleves recourent de nouveau a la
distributivité, a droite cette fois-ci, ou bien étendent la commutativité de la multipfication de
¢y a D. On peut demander aux ¢leves de proposer de tels produits de deux décimau S.
Se mettant d’accord sur le calcul de -2,3 x 5,8, les éléves commencent pa é%er 5,8 en
somme ou différence et s’apergoivent trés vite que le probléme ne peufgétreQynsiXesolu. On
en arrive alors a développer -2,3. L’écriture d’une différence de de

une nécessité ; soit, par exemple, (2,7 — 5) x 5,8.

On Técrit: (2,7—-5)x5,8=2,7%x5,8—5x%x5,8 expression
différence de deux produits a calculer d’apres les re
comme relevant tout d’abord de <.

On obtient : 2,7 x 5.8 — 5 x 5,8 = 15,66 - 29 = -13, Q

Il arrive que soit proposé (2,7 —5) x 5,835, s 8 x 5. En effet, certains éleves,
s’appuyant sur la formulation orale «fon e 5,8», écrivent ce qu’ils disent et
s’autorisent a ignorer la distributivité a d professeur doit les alerter sur ce fait et leur
demander de rectifier.

porité des opérations vues

Remarque : les éleves ayantftudié latifs dans la perspective d’un PER qui court au
long du Colleége, il est posgt aisse l’idée des programmes de calcul. Auquel cas, le
produit -2,3 x 5,8 peut étry int comme « a un nombre on soustrait le produit 2,3 x 5,8,

calculs co

convaing

calcu

prodfyit aleurs absolues ».

Ce quNge de faire noter sur le cahier des éleves :

3°/ Produit d’un négatif par un positif
Le produit d’un nombre négatif par un nombre positif est le nombre négatif qui a pour valeur
absolue le produit des valeurs absolues

Exemples : -3,8 x (+10) =-38 ; -4 x (+2,5) =-10; -0,01 x (+12) =-0,12 ...
Eneffet - -3,.8 x (+10)=(4-7,8) x 10=4x 10— 7,8 x 10=40 — 78 = -38
A4 x(+2,5)=(1-5)x25=1x25-5%x2,5=25-12,5=-10

-0,01 x (+12)=(1-1,01)x 12=1x12-1,01 x 12=12-12,12=-0,12
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Remarque relative a ’explication : Le signe du produit d’un négatif par un positif se justifie,
comme toujours, par le fait qu’on soustrait a un décimal un décimal qui lui est plus grand.
Pour justifier la valeur absolue, on peut :

- relancer les éleves dans un calcul de produit nul, en modifiant un peu ce qui porte sur le
facteur nul ; par exemple : (-2,5 +2,5) x0,4 =-2,5 x0,4+ 2,5 x0,4 =0, donc -2,5 x 0,4
est l'opposé de 2,5 x 0,4, donc c’est -(2,5 x 0,4),

- admettre que c’est évident, parce qu’on étend la commutativité de la multiplication dans D
aD,

- revenir aux programmes de calcul (cf. supra).

2. Nouvelle question : « Que faut-il étudier maintenant ? » 11 reste a exapginer du
produit de deux négatifs.

particulier. On obtient ainsi le résultat suivant :

(-]) xat+ta=(-1)xa+t1xa=(-1+1)xa=0xa=10
Comme (-1) xa + a =0, alors (-1) x a est ['opposé de a. Rar suite, m et n étant des entiers
naturels, en étendant [’associativite de x a D, on a §
(-m) x (-n) = [(-1) x (m)] x (-n) = (-1) x [(m) x f-n
Cela peut-il étre transposé ? Comment amen
faudrait commencer par construire un mip
par exemple le travail sur des expressi
posé la question « a quoi est égal
simplifier en se contentant, dans
suivons pas cette voie.

X (-m xn) =m xn.

se poser ce genre de questions ? 1l
af pour cela et, pour ce faire, demander
ue: (-1) x(-5) + (-5) ; cela apres avoir

deux négatifs ? » et avoir dit qu’on va la

mps, du produit d’un négatif par -1. Nous ne

Ainsi :
- On propose le calcu} (-2,}) x (-9 qui divise la classe quant au résultat : 10 ou -10 ? Ce qui
confirme la nécessife preuve : elle contiendra le résultat et sa justification. Certains
¢léves avancentQu’il serait sUrprenant que (-2,5) x (-4) soit -10 car on sait que :

-10=(-2,5)
Une telle

e epgage dans la voie qui consiste a rechercher si (-2,5) x (-4) et (-2,5) x 4

(-2,5) x 4 =(-2,5) x [-4 + 4] (On utilise la distributivité pour factoriser)
=(-2,5) x0=0 (0 pouvant étre considéré comme un nombre positif,
on se retrouve dans le cas du produit d’un négatif

par un positif que 1’on sait résoudre)
On conclut alors que (-2,5) x (-4) est "opposé de (-2,5) x 4 =-10 ; donc (-2,5) x (-4) =+10

- Une deuxiéme voie consiste a revenir a la distributivité afin de développer judicieusement,
ce dont les €éléves ont désormais une certaine habitude, et en s’apercevant que dans ce cas, le
produit ne peut pas étre quelconque. Par exemple calculer le produit (-2,5) x (-4) en
décomposant ainsi (-2,5) x [(-2) + (-2)] ou (-2,5) x [(-6) + (+2)] ne permet pas de résoudre le
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probléme ; on retrouve continuellement, quelle que soit la décomposition, le produit de deux
négatifs. La question qui vient est alors la suivante :

Question : « Comment décomposer judicieusement afin de ne plus obtenir le produit de
deux négatifs ? »

La solution réside dans le fait de recourir a la soustraction et non plus a 1’addition.

Ainsi (-2,5) x (-4) =(-2,5) x [2 - (+6)] par exemple. On s’engage alors, en acte, dans
I’extension de la distributivité de la multiplication par rapport a la soustraction de ¢/ a D.
Ona: (-2,5) x (-4)=(-2,5) x [2 = (+6)] = (-2,5) x 2 — (-2,5) x (+6) = -5 — (-15) = 10.

On peut de nouveau diviser la classe en plusieurs groupes chargés de calculer, en les
justifiant, des produits de deux négatifs : (-3,5) x (-7,1), (-4) x (-21), (-15) x (-0, @ La
classe est alors convaincue des résultats et le professeur fait établir et enonc
la regle de calcul : «le produit d’un négatif par un négatif est le posi r valeur
absolue le produit des valeurs absolues ».

Ce qui permet de faire noter sur le cahier des éléves :

4°/ Produit d’un négatif par un négatif
Le produit d’un nombre négatif par un nombre négatif est le n
absolue le produit des valeurs absolues

Exemples : -3,8 x (-10) =+38 ; -4 x (-2,5)=+10; 1
En effet :

3,8 x (-10)=(4-7,8) x (-10) =4 x (-10) — 40— (-78) = -40 + 78 = +78
A% (-2,5)=(1-5) % (-2,5) =1 x (-2,5) 2,5 (-12,5)=-2,5+12,5=+10
0,01 x (-12) = (1 - 1,01) x (-12) = 1 x (- 1 % (-12)=-12 - (-12,12) = -

12+ 12,12 =+0,12

bre positif qui a pour valeur

Remarque L’idée de lagugatioy ‘du signe est moins naturelle que précédemment. La

la distributivité asso, au'yroduit nul.

ce travail
Aune nouvelle opération sur les nombres relatifs, la multiplication.

t alors se demander s’il existe une quatriéme opération : la division. Cela
ancer I’étude du PER, avec cette fois I’étude des fractions ou encore la résolution
de 1 iofl a x x=b, avec a et b décimaux relatifs, ou pour commencer, a et b entiers
relatifs. ette question reste provisoirement en suspens et sera étudiée plus tard, lorsqu’on se
sera familiarisé avec le calcul des produits.

Etape 4 : Travail de la technique et de ’organisation mathématique construite autour de
la multiplication des relatifs

Arrivé en ce point, il est nécessaire de donner de nombreux exercices de calcul du produit de

deux relatifs, travaillant les différents cas possibles. Il semble aussi nécessaire de rencontrer
des cas ou I’un des facteurs est -1 ou 0. Les derniers calculs de produits doivent déboucher sur
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des produits de plusieurs facteurs, éventuellement répétés si 1’on souhaite poursuivre par
I’enseignement des puissances.

Par exemple, on peut avoir des calculs du type :

(D x 35D x(-3)5(5) x5 (-4) x (-7) x (+3) 5 (-4) x (-7) x x5 (-1)x (-4) x (-7) x x;
(-1) x 3x; etc. De manieére a établir le réle du produit par -1, ’associativit¢ de la
multiplication, la détermination du signe du produit de plusieurs facteurs. Cela reste a
travailler...

Q>

&
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ANNEXE 1

Les mathématiciens, parmi les plus grands, ont essay¢ de donner des justifications a la regle
des signes du produit de deux nombres relatifs. Leurs explications sont variables, selon les

auteurs et les publics auxquels ils s’adressent :

Celle de Stevin (1625) :

1l s’agit en fait de comparer les
aires des rectangles en les prenant
globalement, puis en ajoutant les
différentes petites parties, et
d’arriver, en développant

(a—b) (c—d) oua,b, c, dsont des
réels positifs a la nécessité d’écrire
que (- b) x (-d) = bd.

Le calcul sur des grandeurs
quelconques se fait, a I’époque de
Stevin et depuis Euclide, en les
représentant par des longueurs.
L’explication conduit Stevin a

FIRIEBUSTIITIIC A GYIS TEVIPING T I A,

(S

Das2F 7
SoitAB8 —¢{d
fcavoirADS —DB
§) Puis ACog—7
5 35 s (d [gavoic AEg—E

C7) leur produilt
B G feraCB:ou bienfe-

¢ 2t Jon lamulriplication

3 3  precedante ED 72
- —EFs6—DGy4s

A2C 7 E . GFjf, Lefquel-

Jes nous demonftrerons cftreegalesa C Benccfieforte.
Detoutlc E D+ GF, foubftra&EF, & DG, reftc CB.
Conulafion. Plusdoncques multiplic pac p_lm.:i!onne pro~
duicplus. & moins multiplic par moins, COANE pro-
duidt plus,& plus multipli¢ parmoins, o mlofl'nﬁ n_\uln-
plic par plus, donne produictmoins; cc quil lalloit de-
monlteer.

donner des valeurs numériqu g
aux grandeurs, pour « [mire
exemple ».

Celles de Mac Laurin, (17¥8) :

On pourrait de la déduire T égle des signes telle qu’on a coutume de [’énoncer, qui est que
bles dans les termes du multiplicateur et du multiplicande donnent + au

produit, et différents donnent -. Nous avons évité cette maniere de présenter la
regle, p aux commengants I’expression révoltante — par — donne +, qui est
cepen csequence nécessaire de la regle. : on peut, comme nous avons fait, la
deglgser  Qis non la contredire ou I’anéantir ; le lecteur, sans s’en apercevoir, en a observé

tout ensPdans les exemples précédents ; familiarisé avec la chose, pourrait-il encore
s effaroupher des mots ? S’il lui reste la-dessus quelque scrupule, qu’il fasse attention a la
déemonstration suivante qui attaque directement la difficulté. + a — a = 0, ainsi par quelque
quantité qu’on multiplie + a — a, le produit doit étre 0 : si je le multiplie par n, j aurai pour le
premier terme + na, donc j’aurai pour le second — na, puisqu’il faut que les deux termes se
détruisent. Donc les signes différents donnent — au produit ? Si je multiplie + a — a par — n,
par le cas précédent, j’aurai — na pour le premier terme ; donc j’aurai + na pour le second,
puisqu’il faut toujours que les deux termes se détruisent : donc — multiplié par — donne + au
produit.
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La « regle des signes » énoncée par Stevin : « moins multiplié par moins donne produit plus »
est ici aussi énoncée. Elle semble étre la forme mnémotechnique culturellement reconnue qui
pourtant est dite « une expression révoltante » pour les commengants, parce qu’elle est « la
régle des signes » venue d’une interprétation de I’écriture —a comme « a (naturellement
positif) précédé d’un signe ». Mais elle n’est plus écrite en langue naturelle : elle est devenue
composition des symboles.

Celle de Euler, (1770) :

1l nous reste a résoudre encore ce cas ou — est multiplié par — ou, par exemple — a par — b. 1
est évident d’abord que quant aux lettres, le produit sera ab ; mais il est incertairf encore si
c’est le signe + ou bien le signe — qu’il faut mettre devant ce produit ; tout ce qu’o ‘est
que ce sera ['un ou [l’autre de ces signes. Or je dis que ce ne peut étre le signelgcar r+
b donne — ab et — a par — b ne peut produire le méme résultat que — a par + b ; INgs il doit en
résulter I’opposé, (du résultat —ab) c’est a dire + ab ; par conséquent n ns cPlte regle :
+ multiplié par + fait +, de méme que — multiplié par -.

Nous comprenons bien qu’il s’agit de la reégle des signes,
quantités négatives, désignées par un nombre positif, et prec'
nomme pas les « nombres négatifs », il nomme /’oppq,
raisonnement sur ce commencement de jeu de langage.

a en fait que des
du sign®-. Mais si ’auteur ne
ombre et peut asseoir son

Celle de Cauchy (1821) :

A soit un nombre, soit une quantité
ndura: +ta=+A,+b=—A4 —a=—A4,-b=
on remet pour a et b leurs valeurs entre
+ (X)) =+ A, +(-A4) =—A;~(+A4) =—A,—(-4) =

D’aprés ces conventions, si l'on repré,

Comme on le voit, ue en algébriste sur les symboles, -4 désignant 1I’opposé de 4 et
étant lui méme noté a (c’estRouveau : la lettre a dénote ici un oppos¢ qui donc peut-€tre « un
négatif » compAe Qous disons), alors —a =-(-4) =+A4 = A. Le jeu de langage se poursuit en jeu
de notations; dialectique connue.

Celle el 1867) :

Son eXQlicafion peut se résumer par un calcul qui, fondé sur une axiomatique, démontre la
propriéte®Sans autre forme de discours : le jeu de langage est algébrisé, il obéit dorénavant a
une logique calculable, mais... a disparu ce qui va poser probléme au professeur !
O=ax0=ax(b+oppb)=ab+ax(oppb)

0=0x(oppb)=(a+oppa)x(oppb) =a x(oppb)+ (opp a xopp b)

donc (opp a) x (opp b) = ab.
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Dans cette perspective, les négatifs ont le statut de nombre et Hankel distingue alors de facon
nette le signe opératoire «—» du signe « opp » qui dénote I’opposé. La regle est devenue
« regle de multiplication des opposés » et c’est dorénavant ce jeu de langage 1a qui, seul, rend
compte du travail algébrique. La régle des signes n’a en principe plus droit de cité. En fait, le
bouleversement apporté par Hankel s’inscrit dans la rupture de la pensée mathématique de la
fin du XIX® siécle a propos des relations entre les mathématiques et la réalité physique.
Jusque 13, si ’on inventait de nouveaux « nombres » qui choquaient les idées regues, ils
¢taient automatiquement qualifiés de incompréhensibles, inconcevables, absurdes, sourds,
irrationnels, faux, imaginaires, ou méme, négatifs. Hankel accepte que (-3)>> (2)% car ce
résultat est cohérent, et il écrit ainsi :

« Le nombre n’est plus aujourd’hui une chose, une substance qui existerai ute
indépendance en dehors du sujet pensant ou des objets qui en sont [’occasiolg, ce lus
un principe indépendant comme [’ont cru les pythagoriciens. La question de istence des

nombres nous renvoie soit au sujet pensant, soit aux objets pens¢
présentent des relations. Le mathématicien tient pour impossible a
est logiquement impossible, c¢’est-a-dire qui implique une contradi %’ pas besoin de
démontrer qu’on peut admettre des nombres impossibles en, ce sens. is si les nombres
considerés sont logiquement possibles, si leur concept est de]Ri claireWient et distinctement,
s’il est donc libre de toute contradiction, la question ne Stre de savoir s’il y a dans
le domaine du réel, dans ce qui est intuitif ou actuell onné, un substrat pour ce
nombre, s’il existe des objets qui puissent donner, nombres en tant qu’ils sont
relations intellectuelles d’un certain type ». « Thé Y/steme des nombres complexes »,
H. Hankel, 1867.

! ey nombres
\ ¥ cela seul qui

Revenant a une problématique d’appre vorci ce qu’écrivait par exemple 1’écrivain
frangais Stendhal, dans son roman 3
exprimer son désarroi face a une i statidfl mal présentée de la regle des signes (d’apres

Anne Boy¢, IREM, Nantes) :

Mon grand malheur était&tt ure

4

L

SupposOyrque RP soit la ligne qui sépare le positif du négatif, tout ce qui est au-dessus est
positif, comme négatif tout ce qui est au-dessous ; comment, en prenant le carré B autant de
fois qu’il y a d’unités dans le carré A, puis-je parvenir a faire changer de coté au carré C ?

Et, en suivant une comparaison gauche que [’accent souverainement trainard et grenoblois de
M. Chabert rendait encore plus gauche, supposons que les quantités négatives sont les dettes
d’un homme, comment en multipliant 10 000 francs de dette par 500 francs, cet homme aura-

t-il ou parviendra-t-il a avoir une fortune de 5 000 000, cing millions de francs ?

Alain Mercier
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ANNEXE 2

Un arriere-plan mathématique pour les relatifs vus comme programmes de calcul ;
quelques éléments sur la transposition didactique

La construction « classique » de (Z ; +)

Sur N, on a défini une opération interne + qui est associative, commutative et pour laquelle
tout entier naturel n est régulier, c’est-a-dire : x +n =y +n < x = ).

On définit ensuite une relation d’ordre sur Npar: VxetyEN:x<y<IdEN/Y=x+d
On démontre que cette relation est une relation d'ordre total sur N et qu’elle est ible
avec I’addition, c'est-a-dire que : Vx,yetn EN:x+n<y+n<x<y

On définit la différence sur N, pard =y —x < x +d =y ; d est alors défiprgmarige unique.
En effet, si d et d’ désignent la différence entre x et y avec x <y, alor: t écrire que :
y=x+d=x+d’. Or, tout entier x étant régulier pour 1’addition, al =

Ce résultat nous servira dans la transposition didactique qyi suit et est basée sur les
programmes de calcul.

On considére sur N x N la relation ©&7°définie par (x, ) < x+y ' =x"+y. Cette
relation est une relation d’équivalence sur N x N :
- elle est réflexive puisque x + y =x + y et do juesoit (x, y) : on a (x, y) 97(x, )
- elle est symétrique puisque si x +y’ = "+y=x+y’, donc, quel que soit
(, y)yet(x,y’):six,y) G, y’)

- elle est transitive car si
(xty)+x+y)=x"+y) Ll
commutativité de + dans

si x'+y’=x"+y’ alors
d’aprés I’associativit¢ et la

1on alors, en simplifiant par (x’+ y’), on obtient

x+y’=x"+y;do it (x,y), (x,” y)et(x”,y")):si(x,y) G2(x’,y’)etsi
(x)’y)) @(x,')’y)) )J,y}))'
Un nombre relatif e cNisse d’équivalence de &7'dans N x N. Toute classe d’équivalence

est indépendante du représemtant (x, y) qui la définit.

Sur N x N / ¢§init une opération interne + de la maniére suivante :

x’,y +y’) autrement dit, X+Y =X +Y ou X estla classe de (x, y) et

remplace (x, y) par (x;, y1), autre représentant de X, alors la classe définie par

(x;+x’)Pry’) est encore X +Y car comme x;+y =x +y, alors en ajoutant x’+y’ aux
deux membres de cette égalité, on obtient x; +x’+ y+y’=x+x"+y;+y’. Ce qui prouve que

(x1+x’ 1 +y) &2(x +x’°, y +y’). La démonstration est analogue pour montrer que X +Y ne

dépend pas du représentant (x,” y’) choisi pour Y.

Les propriétés d’associativité et de commutativité de + dans N s’étendent facilement a + dans
NxN/ &7.
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En effet (} + )_’)+ Z est représenté par ((x +x’)+x’’, (v +»)+y”) qui est égal a
(x +(x’+x"), y + (¥’ +y")) puisque I’addition dans N est associative. Or ce dernier couple
représente X + ( Y + E).

De méme, X+ Y est représenté par (x +x’, y+y’), égal a (x"+x, y'+y) car + est
commutative dans N, et (x” + x, y’ +y) représente ¥ + X.

En désignant par 0 la classe de (a,a)ona 0+ X représentee par (a +x, a + ).
Ora+x+y x+a+y. Donc (a+x,a+y) & (x, y)et 0+ X= X.Onaalors X + 0=

X d’apreés la commutativité de + dans N x N/ &7°. 0 est donc ¢élément neutre ge + dans
NxN/ 7.

Tout élément X de N x N/ @7"admet un symétrique noté - }, dont un repré%s , X),

puisque X + (- }) est alors representé par (x + y, y +x) représentant de
Donc X +(-X)=0=(-X)+ X.

Ennotant N x N/ @7= Z, on a donc démontré que (Z ; +) estgan group mutatif.

&
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Une construction possible de (Z ; +) par les programmes de calcul

Préalables :
Les préalables a propos de N sont ceux exposé€s dans la construction « classique » de Z, page
précédente ; soit :
- Sur N, on a défini une opération interne + qui est associative, commutative et pour
laquelle tout entier naturel n est régulier, c’est-a-dire : x +n =y + n < x = y.
- On a aussi défini la différence de deux nombres entiers naturels x et y lorsque x <y par
le nombre d entier naturel tel que x + d = y. Lorsque x <y, la différence de y et x se
noted=y—x.

On a alors pour tout entier naturel x pour lequel x + (b —a) >0 :
x+(b—a)=(x+b)—a=x+b—aquels que soient les entiers naturels a et b.

En effet : \
-sia<b,x+ (b—a)=(x+b)—apuisque + est associative dans N et qu >0
Sionnoted=b—a(e=d+a=b)etd’ =(x+b)—a(e=d +a=x+

Comme b=d+a,alorsd’+a=x+d+a.

Comme tout élément a est régulier pour I’addition dans N, alors :
d=x+d=x+b-a)=(x+b)—a
-sia>b,x+b—a=(x+b)—a puisque + est associati
pour les éléves) choisi x> |b - al ; on reste donc dans N.
On a encore d’+ a = x + b, mais cette fois :d + b =

D’ou, en remplagant a dans d’: d’+d+ b =xz A e tout élément b est régulier pour
I’addition dans N, alors : d’+d = x. Soit d’ d Qb — a). Ce qui prouve la possibilité
du calcul dans N si x> |b -4

Conséquence : dans le casou a > b, le ¢ b —a n’est pas possible dans N, mais le
calcul de x + d = x + b — a reste posgisides Qrshue x > b -4

et qu'on a (implicitement

Définitions : Etant donné les telsaeth:
- on appelle opérate fonction de N dans N notée ©(a, b) définie de la
manicre suivante 4
sia <bhalors g(a, q (x) 7x+ (b—a),etsia > balors O(a, b)(x)=x—(a—D>).
- Sia<bonditq a, b) ajoute b — a, et sia > b, on dit que ©(a, b) soustrait a — b.
OnaDéf. O(gM =Nsia<b,etDéf. O(a,b)={x €EN/x>a—-b}sia>b.

naturel X ©(a, b) (x) = O(c, d) (x), c’est-a-dire quel que soit x entier naturel pour lequel les
calculs sont possibles dans N: x+b—a=x+d—c. Cette relation est une relation
d’équivalence dans O car la relation d’égalité est une relation d’équivalence dans N.

Définition : Un nombre relatif est une classe d’équivalence de &7’dans O. Toute classe
d’équivalence est indépendante du représentant @ (a, b) qui la définit.

Addition des relatifs :

Définition et indépendance des représentants choisis
Sur © x O /&7 on définit une opération interne + de la manicre suivante :
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O (a,b)+ © (a’,b)= © (a+a’,b+b’) autrement dit, X +¥ = X +¥ ol X est la classe de
© (a, b) et Y celle de © (a’,b’);et X +Y ne dépend pas des représentants choisis pour X
et V.

En effet, si on remplace (a, b) par (a1, b1), autre représentant de }, alors la classe définie par

© (a1+a’,by+b’)estencore X +Y car, comme quel que soit x entier naturel pour lequel les
calculs sont possibles dans N » : x+ b;—a; =x + b - a, alors en ajoutant x + b’ - a” aux deux
membres de cette égalité, on obtient 2x + (b1 +b’)—(a1+a’)=2x+(b+b’)—(a+a’). Ce qui
prouve que © (a1+a’, bi+b’) &7 © (a+a’, b+ b’). La démonstration est analogue pour

montrer que X +Y ne dépend pas du représentant © (a,” b’) choisi pour Y. i

Associativité et commutativité de + dans O x © / 97

Les propriétés d’associativité et de commutativité de + dans N s’étendent facilSgent a + dans
Ox O /R &

En effet (X + Y)+ Z est représenté par @ ((a +a’)+ta’’, (b g ui est égal a
© (a+(a’+a’’), b+ (b’+b’’)) puisque I’addition dans N est gsso¥iativer Or ce dernier
couple représente X +( Y + Z2).

De méme, X + Y est représenté par @ (a +a’, b +b’), égal N© (a + a, b’ +b) car + est

commutative dans N, et © (a’ + a, b’ +b) représente

Elément neutre de + dans O x © / &7

En désignant par 0 la classe de © (a, a) on - ¢sentée par @ (a+a’,a+b’). Or,
quel que soit I’entier naturel x pour lequel#€s™alc nt possibles :

O@+a,a+tb)x)=x+(@+b’)—(a

Donc © (a+a’, a+b’)
commutativité de + dans . 0 est donc ¢élément neutre de + dans Ox © /&7
Elément symétgique de tout élément X

Tout élémengl X Ye O x O /97" admet un symétrique noté - X, dont un représentant est (b,

a), puis
Donc Rt~ X)

En& x © /&7= Z, on a donc démontré que (Z ; +) est un groupe commutatif.

- X est alors représenté par © (a + b, b + a) représentant de 0.

0=(-X)+ X.

Yves Matheron
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